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4 Espaces vectoriels

Dans cette section, K désignera un corps, par exemple Q, R ou C.

4.1 Introduction

Un K-espace vectoriel est un ensemble £ muni d’une loi d’addition qui permet d’ajouter deux éléments de
E (appelés vecteurs) et d’une multiplication qui permet de multiplier un élément de F par un élément de K
(appelé scalaire). Autrement dit, un espace vectoriel est un espace dans lequel on peut faire des combinaisons

linéaires : si uy,...,u, € Eet A\j,..., A\, € K, le vecteur A\ju; + Aqus + - -+ 4+ Ayu, a un sens et appelé une
combinaison linéaire de wuy, ug, . . ., up.

Soit £/ un K-espace vectoriel. Une famille w4, ..., u, de vecteurs de E est dite libre, si la seule combinaison
linéaire nulle de uy, . .., u, est la combinaison Ou; + - - - 4-0u,. Elle est dite génératrice, si tout vecteur de E est
combinaison linéaire de uy, ..., u,. La famille uy, ..., u, est une base, si c¢’est une famille libre et génératrice.
Dans ce cas, tout vecteur u de E s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire de la famille (u1, ..., u,).
Les coefficients ce cette combinaison sont alors appelés les coordonnées du vecteur u dans la base (ug, ..., u,).

Supposons qu’'un espace vectoriel E/ possede une base de n éléments. Fort de notre savoir sur la résolution
des systemes linéaires homogenes, nous montrons qu’une famille libre a n ou moins de n vecteurs. Il en résulte
que toute base de E a le méme nombre d’éléments appelé la dimension de F.

Objectif

e Connaitre les définitions de base de la théorie : K-espace vectoriel , sous-espace vectoriel, combinaisons
linéaires, vecteur nul, famille libre, famille liée, famille génératrice, base, coordonnées d’un vecteur dans
une base, matrice de passage ...



e Soit E est un K-espace vectoriel muni d’une base, considérons une famille de vecteurs donnés par leurs
coordonnées dans cette base : Savoir décider si cette famille est libre ou si ¢’est une base de FE.

e Soit £ est un K-espace vectoriel muni de deux bases B et B, on suppose que les vecteurs de la base B’
sont donnés par leurs coordonnées dans la base B : savoir déterminer les coordonnées d’un vecteur dans
une base a ’aide de ses cordonnées dans ’autre base, savoir déterminer les coordonnées des vecteurs de
la base B dans la base B, savoir donner la matrice de passage de la base B a la base B, savoir donner
la matrice de passage de la base B’ a la base B.

4.2 Définition, exemples

Définition 4.2.1 Un K-espace vectoriel E est la donnée d’un ensemble E muni de deuz lois :

e une loi interne dite d’addition et notée +, c’est a dire de ['application :

ExXE—=FE |, (u,v)—u+v

e une lov externe dite de multiplication par un scalaire et notée multiplicativement, c’est a dire de ["application :

KxE—FE |, (MAu)— u
asujetties aux conditions a, b, ¢ suivantes :

a) L’addition est une loi de groupe commutatif :
i) Associativité : Yu,v,w € E | (u+v) +w=u+ (v+w). Cet élément est alors noté u + v + w.

ii) Ezistence d’un élément neutre : il existe un élément noté 0 € E (ou 5, ou encore Og ) tel que pour tout
veE :u+0=04+u=u.

ii1) Existence d’un opposé : pour tout élément u € E, il existe un élément noté —u € E, appelé opposé de
u, tel que u+ (—u) = (—u)+u=0.



iv) Commutativité : Yu,v € E, u+v=v+u.

b) La loi externe vérifie pour tout w € E et \,pp € K : Mpu) = (Ap)u et lu = u ou 1 est le neutre de la
multiplication de K.
c) Les deux lois vérifient entre elles pour tout u,v € E et \,yu € K :

A+pu= +pu et ANu+v)=Au+v.

Les éléments d'un K-espace vectoriel E sont appelés vecteurs de F et les éléments du corps K sont appelés
scalaires.

Exemples

1) Le corps K lui méme muni de son addition et de sa multiplication est un K-espace vectoriel.

2) L’ensemble K" des n-uplets d’éléments de K est un K-espace vectoriel pour ses opérations d’addition et
de multiplication par un élément de K :

(1, Tn) + Y1y Un) = (X1 F Y1y oo Ty T Yn) e Nxy, .oy 2) = (A21, .00, ATy,

3) L’ensemble M,,, des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans le corps K est un K-espace
vectoriel pour ses opérations d’addition et de multiplication par un élément de K :

(aig) + (bij) = (@i + bij) et Mai;) = (Aai;) -

4) Le corps C des nombres complexes est un R-espace vectoriel muni de son addition et de la mutliplication
naturelle par les nombres réels.

5) L’ensemble des applications d’un ensemble X vers un K-espace vectoriel E ousi f: X — Eetg: X — E
sont des applications de X vers E et A € K, les applications f + g et Af sont :

f+9: X —FE , z—([+g)x)=flz)+g(x) ,

M X —FE | xz+— (Af)(x) =X\ f(2)



4.3 Sous-espaces vectoriels
Dans cette sous-section, F désignera un K-espace vectoriel.

Définition 4.3.1 Une sous-ensemble non vide F de E est appelé sous-espace vectoriel de E si ' est stable
pour l’addition et pour la multiplication par un scalaire, c’est a dire st :

Vu,ve F,VAeK : u+velF e luelF.
Ainsi, si F' est un sous-espace vectoriel de E, les deux applications suivantes :
FxF—F |, (uwv)—ut+v et KxF—=F | (Au)—

sont bien définies. Le lecteur vérifiera qu’elles munissent F' d’une structure de K-espace vectoriel qui sauf
précision sera la structure de K-espace vectoriel considérée sur F'. L’addition dans F' est en particulier une
loi de groupe commutatif.

Il résulte de la définition 7?7 que tout sous-espace vectoriel F' de E contient Og et que O reste le neutre
pour 'addition de F. On notera également que si u € F', ou F' est un sous-espace vectoriel F' de F, I'opposé
—u = (—1)u de u dans E appartient a F' et est aussi son opposé dans F.

Premiers exemples
1) E et 'ensemble {0g} réduit au zéro de F sont des sous-espaces vectoriels de F.
2) L’ensemble des nombres réels est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des nombres complexes.

Proposition 4.3.2 L’intersection de sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E est un sous-espace vec-
toriel de E.

Preuve : Montrons par exemple que l'intersection de deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel
est un sous-espace vectoriel de E. Soit Fi et Fy deux sous-espaces vectoriels de . Tout d’abord Og € F}, car
F} est un sous-espace vectoriel de E. De méme, O € F5. Ainsi, O € F1 N Fy et F1 N Fy est done non vide.
Soit u,v € Fy N Fy et A € K. En particulier, u et v sont deux éléments de F;. Comme Fj est un sous-espace
vectoriel de E : u+v € I} et Au € F;. De méme, on montre que u+v € Fy et Au € Fy. Ainsi, u+v € F1NF
et \u € F; N Fy. Cela montre que F; N F5 est un sous-espace vectoriel de E.
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Proposition 4.3.3 Les solutions d’un systéme de p équations linéaires homogenes (c.a.d. sans seconds
membres) a n variables a coefficients dans un corps K forment un sous-espace vectoriel de K.

Preuve : Commencons par montrer que les solutions d'une seule équation linéaire homogene a n variables
a coefficients dans un corps K forment un sous-espace vectoriel de K”. Soit a4, ..., a, € K, désignons par F'
le sous-ensemble de K™ constitué des solutions de ’équation linéaire :

a1T1 + asxe + -+ apxr, =0

Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de K". Tout d’abord, F' est non vide puisqu’il contient 0 =
(0,0,...,0) le neutre de 'addition de K". Soit x = (21,22, ..., %), ¥y = (Y1, T2, ..., Yy,) deux éléments de F’
et A € K. Ainsi :

(%) a1xy+agry+ - +apx, =0 et ayy; +asxs+ -+ ay, =0.
Rappelons que :
(@1, ey @)+ (Y1y e Un) = (@1 F Y1y oo Ty FYn) e Ny, .oy 2p) = A2y, .00, ATy,
Il résulte de * que :

ar(z1 +y1) +as(xe +y2) + -+ + an(zy + yn) a1x1 + ar1yr) + (agxe + agys) + - + (anZp + anYn)

(
(@121 + agwo + -+ + apwy) + (11 + a2y2 + - - + anyn)

= 04+0=0
D’autre part :
al()\:r;l) + ClQ()\l’g) + -+ Cln()\iCn) = )\(Cll.fl + aoxg + -+ + Clnili'n)
= N =0

On a ainsi montré que = + y et Ax sont des éléments de F'. Donc, F' un un sous-espace vectoriel de K”.

Traitons maintenant le cas d’un systeme d’équations linéaires. L’ensemble des solutions d’un systeme
d’équations linéaires est l'intersection des solutions de chaque équation de ce systeme, la proposition se
déduit alors de la proposition ?7.



Définition 4.3.4 Soit uy,...,up, € E et A\,..., N\, € K. Le vecteur \juy + Aaug + - -+ + \yu, est appelé une

combinaison linéaire de uy,us, ..., u,. On note Vect(uy,us,...,u,) 'ensemble des combinaisons linéaires de
Uy, Uy« v vy Up.
Proposition 4.3.5 Soit uy,...,u, € E, alors Vect(uy,us, ..., u,) est un sous-espace vectoriel de E appelé
le sous-espace vectoriel engendré par uy, . .., up.
Preuve : On a Og = Ouy + Oug + - -+ + Oup,. Donc, 0 € Vect(uy,us,...,u,) qui est donc non vide. Soit
U= AU+ Ay, et w = pug 4+ ppug, ot Ay, i € K deux combinaisons linéaires de uq, . . ., u, et soit
AeK:

v+ w = (Mug 4+ Npup) F (- ppup) = (A p)ur 4 (O pp)u,

Av = AAup 4 FAu,) = (AAN)u 4+ -+ (AN,

Ainsi, v4+w et Av sont des combinaisons linéaires de uy, ug, . .., u,. On a ainsi montré que Vect(uy, us, . . ., up)

est non vide et stable par addition et multiplication par un scalaire. C’est donc un sous-espace vectoriel de
E.

Remarque 4.3.6 On notera en particulier que si uy,...,u, appartiennent a un sous-espace vectoriel I de
E, toute combinaison linéaire de uy, ..., u, est un vecteur de F. Ainsi, vect(uy, ..., u,) est un sous-espace
vectoriel de F'. Plus généralement, on peut noter qu’un sous-espace vectoriel d’un sous-espace vectoriel ' de
E est un sous-espace vectoriel de E.

4.4 Famille libre, famille génératrice et base

Dans cette sous-section, F désignera un K-espace vectoriel.

Définition 4.4.1 Soit vy, vs,...,v, € E.
a) On dit que la famille (vy,ve, ..., v,) est une famille génératrice de E, si tout vecteur de E est combinaison
linéaire de vy, vq,...,v,. Autrement dit, si E = Vect(vy,vs,...,v,) ou encore si pour tout v € E, il existe
Aty A € K tel que -

V= MU+ Ava + -+ AU,
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b) On dit que la famille (vy,vs, ..., vp,) est libre, si pour tout Ay, ..., \, € K :
/\1?]1+)\2+"'+/\p7}p:0 — )‘1:/\2:"':)‘]7:0

Une famille non libre est dite liée.
c) On dit que la famille (vi,vq,...,v,) est une base de E, si cette famille est libre et génératrice.

On notera que dire que la famille (v, vq, ..., v,) est liée, c’est dire qu’il existe une "relation non triviale”
entre les v;, c’est a dire des éléments Aq,..., A\, € K non tous nuls tels que :

)\101+)\2+“'+)\p11p:0

Exemples

1) Les vecteurs e; = (1,0,...,0), eo = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,...,0,1) de K" forment une base du
K-espace vectoriel K™ appelée base canonique de K".

2) Soit 0 <k <n,0<I1<met Ey, la matrice de M,, ,,(K) dont le seul terme non nul vaut 1 placé a la
k-ieme ligne et [-ieme colonne. Autrement dit, si a;; est le terme général de Ey, a;,; = 1si (4,7) = (k1) et
0 sinon. Alors, la famille (Ek;)o<k<no0<i<m forme une base de M,, ,,(K). on peut noter que cette base a nm
éléments.

3 ) Les nombres complexes 1 et i forment une base du R-espace vectoriel C des nombres complexes.

Notons qu'une famille réduite a un vecteur est libre si et seulement si ce vecteur est non nul.

Exercice Considérons les vecteurs v; = (—2,1,0,0,0), vy = (3,4, —1,0,0) v3 = (1,3,7,—2,17) de R>. Mon-
trer que la famille (vy, v2, v3) est une famille libre de R®.

Solution Soit a,b,c € R, on remarque que :

avy + bvy + cvg = (—2a + 3b+ ¢,a + 4b + 3¢, —b + Tc, —2¢, 17¢)



Alinsi, si avy + bvy + cvz = Ogrs, les réels a, b, ¢ sont solutions du systeme :

—2a+4+3b+c = 0
a—+4b+ 3c
—b+Tc
17¢ =

0
0
0
On en déduit ¢ = 0, puis b = 0 et enfin a = 0. Cela montre que (v, vy, v3) est une famille libre de R®.

Exercice Considérons les vecteurs v; = (1,2), v, = (=2,1) v3 = (1,1) de R%. Montrer que la famille
(v1,v2,v3) est une famille liée de RS.

Solution Nous devons montrer qu’il existe trois réels a, b, ¢ non tous nuls tels que :
(E) avy + bvy + cvs = Ogs
Allons y et cherchons tous les triplets de réels (a, b, ¢) tels que :
avy + buvg + cv3 = Ogs
En remplacant les v; par leurs valeurs, on trouve :
avy + bvy + cvg = (a — 2b+ ¢, 2a + b+ ¢)
Ainsi, I’équation E est équivalente au systeme d’équations linéaires :

, a — 20 + ¢ = 0 (FEy)
(E) [Qa—l—b t e = 0 (B

Résolvons ce systeme en appliquant avec soin 1'algorithme de résolution. Le systeme E a méme solution que
le systeme triangulé :

E" a

(E7) [ 5b 0

— c =



La variable ¢ est la seule variable libre de ce systéme triangulé. En remontant les équations, on trouve que
I’ensemble S des triplets cherchés est :

1
S = {c(—?, R 1) tel que c € R}

Ce syteme a une infinité de solutions. Il a donc au moins une solution (a, b, ¢) avec a, b, ¢ non tous nuls (dite
solution non triviale). Donc, la famille (v, vy, v3) est liée. Par exemple, en prenant ¢ = 1, on obtient la

! 1). Ansi :

solution non triviale : (—5, 5

’ + = + 0
FUL T g2 T U
Proposition 4.4.2 L’algorithme de résolution d’un systeme d’équations linéaires homogenes de n variables
a coefficients dans K fournit une base de l’espace vectoriel de ses solutions.

Preuve : Un systeme d’équations linéaires homogenes a au moins (0, ...,0) comme solution. Partant d’un
systeme d’équations linéaires homogenes E, I'algorithme de trianguation de Gauss fournit donc un systeme
d’équations linéaires homogenes triangulé E’ ayant les mémes solutions que E. Soit x4,...,x, les variables
de ce syteme, suivant la proposition 3.7.3 du chapitre 3, I’algorithme de résolution exprime 1’espace vectoriel
F' des solutions de E' comme ’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs (v;);e; ot I est 'ensemble des
indices des variables libres du systeme triangulé E’. On constate que pour tout z; € K et i € I, la i-eéme
coordonnée de invi est x;. Ainsi, I'identité :
iel

Z T;U; = 0
il

implique que tous les coefficients x; sonts nuls. La famille (v;);c; est donc libre. Elle engendre I'espace des
solutions de E. C’est donc une base du sous-espace vectoriel de K" formé des solutions de F.



Exercice Déterminer une base de ’espace vectoriel des solutions du systeme d’équations linéaires homogenes
a coefficients réels :

(E) T1+rot+az3+axy = 0 (E1)
1+ To+ 2I3 + 181’4 =0 (EQ)

Solution Les variables sont x1, x9, z3, 4 ordonnées naturellement. Les deux équations de (E) sont d’ordre
1. Le systeme (E) est donc ordonné. Faisons tourner 'algorithme de triangulation. Le systéme (E) a mémes
solutions que le systeme :

(E/) X1 +To+xT3+2x4 = 0 (El)
T3 + 17.134 = 0 (Eé = E2 - El)

Ce systeme est triangulé car 1 = v(E;) < v(FE)) = 3. Les variables libres de (E’) sont donc xy et x4.
Résolvons (E’). La derniere équation donne : z3 = —17z4. En remplacant dans la premieére, on obtient :
x1 = —x3 + 16x4. Ainsi, nous obtenons ’ensemble F' des solutions de (E)

F = {(—xy+ 1624, 29, — 1724, 24) tels que z9,24 € R}
= {x9(—1,1,0,0) + 24(16,0,—17,1) tels que z9,24 € R}

Ainsi, F' = vect((—1,1,0,0),(16,0,—17,1)). La famille ((—1,1,0,0), (16,0, —17,1)) est libre. En effet, si
l‘g(—l, 1, 0, 0) + [E4(16, 07 —17, ].) = (—1’2 + 161’4, 9, —171'4, ZE4) =0 s
c’est que xo = x4 = 0. La famille (—1,1,0,0), (16,0, —17,1) génératrice de F et libre est donc une base de F.

4.5 Coordonnées d’un vecteur dans une base

Dans cette sous-section, F désignera un K-espace-vectoriel muni d’une base B = (e, ea,...,€,).

Soit u € F, par définition d’une base de F, il existe des scalaires A1, ...\, tels que u = Ajeq1 + - - + \pen.
Montrons que cette famille de scalaires Aq, ... A, est unique. Pour ce faire, soit |, ... A/ une deuxieme famille
de scalaires telle que u = Nje; + - -- + X, e,. Par différence, on obtient :

(A —=A)er 4+ (M —X,)ep, =0
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Comme la famille (e, eq,...,¢e,) est libre, il en résulte : Ay = N, ..., A\, = A,. D’ou l'unicité de la
décomposition de u comme combinaison linéaire de (eq, e, ..., ¢e,). On peut donc donner la définition :

Définition 4.5.1 (coordonnées d’un vecteur dans une base) Soit B = (e, ea, ..., e,) une base d’un K-espace-
vectoriel E. Tout vecteur u de E' s’écrit de facon unique u = x1e1+- - -+xpe, o x1,...,x, € K. Les scalaires
x1,...,T, s’appellent les coordonnées de u dans la base B. Le scalaire x; est appelé la i-eme coordonnée de u
dans la base B.

Si E possede une base B de n éléments, notons que deux vecteurs de E sont égaux si et seulement si leurs
n coordonnées dans B sont égales : "une identité vectorielle équivaut a n égalités scalaires”.

Proposition 4.5.2 Soit u,v € E, (x1,...,2,) les coordonnées de u dans la base B, (y1,...,y,) les coor-
données de v dans la base B et soit A\ € K. Alors u+ v a pour coordonnées (x1 + y1,...,T, + yn) dans la
base B et Au a pour coordonnées (Axy,...,\x,) dans la base B.

Preuve : Par définition des z; et y; : u=x1e1 + -+ Tpe,, V=111 + -+ Ypne, .
Il en résulte que u+v = (z1+y1)er+- - -+ (T, +Yn)en. Ainsi u+v a bien pour cordonnées (z14y1, ..., Tn+Yn)

dans la base B. De méme, A\u = (Ax1)e; + - -+ (Axy,)e,. Et Au a bien pour coordonnées (Az1, ..., Az,) dans
la base B.
Exemples Soit (x1,...,2,) € K" Si B= (ey,...,e,) est la base canonique de K™, on observe que :
(X1, ..., Tp) = T1€1 + To€a + -+ - + Ty
Ainsi, (x1,...,2,) sont les coordonnées de (z1,...,x,) dans la base canonique de K". C’est le seul exemple

ou un vecteur ne differe pas de ses coordonnées ...

4.6 Dimension d’un K-espace vectoriel

Proposition 4.6.1 Soit ' un K-espace-vectoriel qui possede une base de n vecteurs, alors toute famille de
plus de n + 1 vecteurs de E est liée.
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Preuve : Soit B = (e, es,...,¢e,) la base de E dont on suppose l'existence. Pour démontrer la proposition, il

suffit de montrer que toute famille (uy, ..., u,11) de n+1 vecteurs de E est liée. Désignons par (ayj, ..., an ;)
les coordonnées de u; dans la base B. Nous devons montrer qu’il existe ay,...,a,+1 € K non tous nuls tels
que :

(*) auy + -+ a;U; + -+ Ap41Upt1 = 0

Suivant la proposition 77, les coordonnées de aju; + asus + - - - + ap11u,+1 dans la base B écrites en colonnes

sont :
ay ay a1 n+1

ar| |+t | 0 |+t ann
an,l an,i an,n+1
Ainsi, ’égalité x équivaut a I'égalité :
ap 101 + -+ 1,54 + -+ A1 n+1n+1 = 0

()

an71a1 + . e _|_ an,jaj _|_ e + an7n+1an+1 = O

Ainsi, nous devons montrer que le systeme de n équations homogenes de n + 1 variables :

a1+t asy s+ ayppiten = 0
(s % )
ap 121 + -+ Qp ;T + -+ Apn4+1Tn+1 = 0
admet une solution distincte de (0,...,0). Suivant l'algorithme de résolution, % % * a méme solution q'un

systeme triangulé de m < n + 1 équations linéaires homogenes a n variables. Ce systeme admet donc au
moins une variable libre et donc a plus d’une solution et méme une infinité puisque les corps K que nous
considérons ont un nombre infini d’éléments.

Théoréme 4.6.2 (définition de la dimension) Soit E un K-espace-vectoriel qui posséde une base de n
vecteurs, alors toute base de & a n éléments. Cet entier n, noté dimk E, est appelé la dimension de E.
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Preuve : Sinon, E admettrait une famille libre ayant un nombre d’éléments strictement plus grand que celui
d’une base de E.

Proposition 4.6.3 Soit £ un K-espace-vectoriel non réduit a zéro admettant une famille génératrice. Alors,
on peut extraire de cette famille génératrice une base de F.

Preuve : Soit (vy,...,v,) cette famille génératrice.

Cas p = 1: Le vecteur v; engendre E. Comme E est non réduit a zéro, le vecteur vy n’est pas nul. La
famille réduite a ’élément v; est donc libre. C’est donc une base de E.

Cas p > 1: Si la famille (vy,...,v,) est libre, puisqu’elle est supposée génératrice, c’est une base de E.
Sinon, il existe aq, ..., a, € K non tous nuls tels que :

a1y + agvy + -+ a,v, =0
Quitte a renuméroter la famille, on peut supposer que a; est non nul. On en déduit :

U1:—7U2—..._7/Up
ai ai

Par hypothese, tout vecteur u de E s’écrit :
u=MANv+ -+,

ot At, ..., \, € K. Dot :

a a
u = ()\2 — )\172)'02 + -+ ()\p — All)vp
ay aq
Ainsi, la famille (vo,...,v,) est génératrice. En itérant ce procédé, on obtient une base de E extraite de la

famille (vy,...,vp).

Proposition 4.6.4 Soit E un K-espace-vectoriel de dimensionn. Alors toute famille libre peut étre completée
en une base.

13



Preuve : Soit (vy,...,v,) une famille libre de vecteurs de E. On sait alors que p < n (proposition ?7). Si
la famille (vq,...,v,) est génératrice, c’est une base de E. Sinon, il existe v,+1; € E non combinaison linéaire
de (vq,...,vp). Considérons une relation :

a1v1 + -+ apvp + App1Vpr1 = 0

ou a; € K. Alors a1 = 0, sinon :

aq a
/()1 —_ . e e — p
(p+1 (p+1

Up+1 = — Up

ce qui contredit I’hypothese faite sur vp4. Il en résulte :
avy + -+ apv, =0

Mais alors, puisque la famille de départ (vy,...,v,) est une famille libre, tous les a; sont nuls. On a ainsi
montré que la famille (vy,...,v,11) est libre et que 'on pouvait donc compléter la famille (vq,...,v,) en
une famille libre (vq,...,vp41). En itérant ce procédé et en moins de dimg £ — p étapes, nous complétons
(v1,...,v,) en une base de E. On fabriquerait sinon une famille libre de E ayant dimg £ + 1 éléments.

Corollaire 4.6.5 Soit E un K-espace-vectoriel de dimension n. Alors ;
o Une famille libre de n vecteurs de E est une base de F,

o Une famille génératrice de E formée de n vecteurs est une base de E.

Preuve : Sinon, on pourrait suivant les propositions 7?7 et ?? construire deux bases n’ayant pas le méme
nombre d’éléments.

Définition 4.6.6 (droite vectorielle, plan, hyperplan) Un espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite

vectorielle, un espace vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel. Un hyperplan d’un espace vectoriel
E de dimension n est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1.
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Proposition 4.6.7 Soit (f1,...,f,) une famille génératrice et (eq,...,ey) une famille libre d'un K-espace

vectoriel E. Alors, on peut compléter la famille (ey, ..., en) par des vecteurs de (fi, ..., f,) pour obtenir une
base de E.

Preuve Si (ey, ..., e,) est une base de E, il n'y a rien a compléter. Sinon, (eq,..., e, ) n'est pas une famille
génératrice. L'un des f; n’est alors pas dans Vect(ey, ..., e,,). Sinon E = Vect(f1,..., f,) serait un sous-espace
vectoriel de Vect(ey, ..., e,) et on aurait alors £ = Vect(ey, ..., e,) : contradiction ! Soit alors i; tel que f;,
n’appartient pas a Vect(ey,...,e,). Soit ai,...,an+1 € K et une relation :

arer + -+ amem + amy1 fiy =0

Si a1 est non nul, on aurait f;, = —(1/am41)(are; + -+ + amen), ce qui contredit I'hypothese sur f;, .
Donc, a1 = 0 et la famille (eq,...,e,) étant libre, on en déduit que tous les a; sont nuls. La famille
(€1,...,€m, fi;) est donc libre. Si c’est une famille génératrice de E, c’est une base de E et nous avons
terminé. Sinon, continuons.

Supposons la famille (ei,...,em, fiy,..., fi,) libre. Les f;, sont alors deux a deux dictincts, car une
famille libre ne contient pas deux vecteurs égaux. Si (ey,...,em, fi,, ..., fi,) est génératrice, c’est une
base de E. Sinon, par le méme argument que précédemment, il existe i,41 € {1,...,p} tel que f; , ¢
(€1, €m, firs---s fi). On montre alors comme précedemment que la famille (e, ... en, fi,,..., fi,) est
libre.

En moins de p étapes, on obtient une base de E, car la famille (eq,...,em, f1,..., f,) est une famille
génératrice de F.

4.7 Décider si une famille de vecteurs est une base

Soit E un K-espace-vectoriel de base B = (e, e, ..., e,). Soit ui, ..., u, des vecteurs donnés par leurs coor-
données dans la base B.

Question : la famille (uy,...,u,) est-elle une base de E ?
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Cas p # n : Comme toute base de £ a n éléments, (ug,...,u,) n'est pas une base de E.

Cas p =n : Notons (ay,...,a, ) les coordonnées de u; dans la base B, de sorte que :
Uj = apger+ -+ anjéy

D’apres le corollaire ??, (ug,...,u,) sera une base de E si et seulement c’est une famille libre.

Suivant la proposition 7?7, les coordonnées de ajuq + - - - + a,u, dans la base B écrites en colonnes sont :

a1 ayj a1,n a1p01 + -+ aya;+ 0+ a0,
a; _|_..._|_aj +---4a, = .
Qn,1 Qnp,j Qn,n Qanp,101 +o 4+ Qnp,jQj + o+ Qp,pQn
Réponse : Ainsi, (uy,...,u,) est une base de E si et seulement si le systeme
ajry+- -+ ay v+ -+ apr, = 0
(%)
p1T1+ -+ Qpjrj+ -+ appty, = 0
admet (0, ...,0) comme seule solution.
Ainsi, pour montrer que (uq, ..., u,) est une base de F, il suffit de résoudre le systeme *, par exemple en

suivant ’algorithme donné au chapitre 3.

Notons Mg(us, ..., u,) la matrice carrée dont la j-eme colonne est formée des coordonnées de u; dans la
base B. Mp(uy, ..., u,) est donc la matrice carrée de terme général (a; ;) :
ayi1 ... QAin
Mg(uq, ... u,) = 21 .- G2n
p1 .. Qpn
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D’apres le lemme 3.7.3 du chapitre 4, le systéme * admet (0,...,0) comme seule solution si et seulement si
la matrice Mg(uq,...,u,) qui est la matrice associée a ce systéme est inversible.
Ainsi, on peut aussi répondre a la question de la fagon suivante :

Autre réponse : Pour montrer que (uq,...,u,) est une base de E, il suffit d’étudier I'inversibilité de
Mpg(uq, ..., uy,). Le seul calcul du déterminant de cette matrice suffit pour conclure. En dimension grande,
on peut aussi utiliser ’algorithme donné au chapitre 4.

Résumons une partie de cette étude en une proposition :

Proposition 4.7.1 Soit E un K-espace-vectoriel de dimension n. Une famille (uy, ..., u,) de n vecteurs de
E est une base de E si et seulement si la matrice carrée Mg(uq, ..., u,) dont les colonnes sont les coordonnées
dans une base de E est inversible.

Exercice : Soit F un R-espace-vectoriel de base B = (ey,e3). Considérons les vecteurs u; = e + 2es et
us = e1 + 3e3. Montrer que la famille (uq,us) est une base de E.

Méthode 1 : Comme dimg F = 2, il suffit de montrer que la famille (uy, ug) est libre (voir corollaire ?7). Soit
a,b € K tels que au; + bus = 0. Les coordonnées de au; + bus dans la base B écrites en colonnes sont :

(2) oo (5) = ()

Ainsi, auy + bus = 0 équivaut au systeme d’équations lindires homog‘enes :

a+b = 0 (E)
(+) [2a+3b =0 (B ,

ou encore au systeme triangulé :



On en déduit a = b = 0 et donc que la famille (uy, us) est libre. C’est donc une base E.

Méthode 2 : La matrice carrée dont les colonnes sont les coefficients de uq, us dans la base B est :

Mis(ur, u5) = ( - )

Son déterminant est 1. Cette matrice est donc inversible et (u1,us) est une base de E.

Exercice (variante) : Soit les vecteurs v; = (1,4) et vy = (1,5) de R?. Montrer que la famille (vy,v9) est
une base de R2.

A un détail pres, il s’agit du méme exercice que le précédent. En effet, dire que v; = (1,4) et vo = (1,5),
c’est dire que dans la base canonique ((1,0),(0,1)) de R?, les coordonnées de vy et vy sont respectivement
(1,4) et v(1,5).

Méthode 1 : Comme dimg R?* = 2, il suffit de montrer que la famille (v1,ve) est libre (voir corollaire ?7).
Soit a,b € K tels que auy + bus = 0. En colonne :

B 1 LY ([ a+b
av1+bvg—a<4>+b<5>—<4a+5b>

Ainsi, av; 4+ bve = 0 équivaut au systeme d’équations linéaires homogenes :

) [ a+b = 0 (B

da+50 = 0 (B

ou encore au systeme triangulé :



On en déduit a = b = 0 et donc que la famille (v, v5) est libre. C’est donc une base E.
Méthode 2 : La matrice carrée dont les colonnes sont les coefficients de vy, vo dans la base canonique de R?

est :
11
M(’Ul,vg):<2 3>

Son déterminant est 1. Cette matrice est donc inversible et (v1,vs) est une base de E.

4.8 Coordonnées d’un méme vecteur dans des bases différentes

Soit E un K-espace-vectoriel de base B = (ey, e, ..., e,). Donnons nous une autre base B’ = (e}, ¢, ..., €,)
et supposons connues les coordonnées des vecteurs de la base B’ dans la base B.

Soit (ayj, ..., an;) les coordonnées de e/ dans la base B, de sorte que :
/
€; = Q1,61+ -+ Gpjln

Définition 4.8.1 (matrice de passage de la base B a la base B') Soit B = (eq,ea,...,¢e,) et B' = (€],¢, ..., ¢€)

deuz bases d’un K-espace-vectoriel E. Appelons matrice de passage de la base B a la base B’ la matrice carrée

P = Mpg(ey, ... e,) dont la j-eme colonne est constituée des coordonnées de € dans la base B.
11 ... Qin
21 ... Q2n

P = Mg(e,... €)=

»En
Qp1 .. Qpnp

)

Nous avons vu a la proposition 7?7 que la matrice P est inversible.
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Question facile : Si u est un vecteur de £ de coordonnées (Xi,...,X,) dans la base B', quelles sont ses
coordonnées dans la base B 7

Suivant la proposition 7?7, les coordonnées de u = X;e} + -+ X,,e, dans la base BB écrites en colonnes sont :

a1 ayj ain a1 Xy + - a X+ ar X, X4
Xo| X X = : =P

Qn,1 Qp,j QAn,n an,le +- an,ij +- an,an Xn
Question plus calculatoire : Si u est un vecteur de F de coordonnées (z1,...,xz,) dans la base B, quelles

sont ses coordonnées dans la base B’ 7

Méthode 1 : D’apres la question précédente, les coordonnées (X7, ..., X,,) de u dans la base B’ sont 'unique
solution du syseme de n équations linéaires :

app Xy + -t a Xy 4t a X, = 1

an,le+"'+an,ij+"'+&n,an = Tn

Il suffit de résoudre le systeme *, par exemple en suivant ’algorithme donné au chapitre 3.

Méthode 2 : D’apres la question précédente, comme la matrice P est inversible, les coordonnées (X1, ..., X,,)
de u dans la base B’ sont :
X1 I
: = p! :
X’VL xn

Il reste & calculer P!, ce qu’on peut faire en utilisant les méthodes ou 'algorithme donnés au chapitre 4.
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En particulier, si on prend u = e;, ses coordonnées dans la base B sont (0,...,1,...,0) ot le 1 est placé
a la j-eme place. Ainsi, les coordonnées de e; dans la base B’ sont :

0

P11 , ou 1l est sur la ligne j

qui n'est autre que la j-¢me colonne de P!, Ainsi, P~! n’est autre que la matrice dont la j-éme colonne est
constituée des coordonnées de e; dans la base B’ :

—1
P :MB/(el,...,en)
Résumons une partie de cette étude en une proposition :

Proposition 4.8.2 Soit B et B’ deux bases d’un K-espace-vectoriel E de dimension n. Désignons par P la
matrice de passage de la base B a la base B'. Soit u un vecteur de coordonnées (x1,...x,) dans la base B et
soit (X1,...X,) les coordonnées de u dans la base B, alors on a :

1 X1 Xl T
Lol =P et Lo =P
Tn Xn Xn Tn

La matrice, P~1 est la matrice de passage de la base B' a la base B.

Exercice : Soit F le R-espace vectoriel de base B = (eg,e2). Soit €] = e; + 2e5 et €}, = €1 + 3ey, nous avons
vu que B = (€}, ¢€}) est une base de E. Quelles sont les coordonnées des vecteurs e; + eo dans la base B,
méme question avec ey, es. Soit 1, T2 € R, quelles sont les coordonnées du vecteur x1e;+9e9 dans la base B’ 7
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Méthode 1 (sans matrice de changement de base) : Soit (X7, X3) les coordonnées de e; + e2 dans la base B'.
En passant aux coordonnées dans la base B écrites en colonne, I'égalité Xie}| + Xoel, = e; + e donne 'égalité

matricielle :
1 Iy ([ Xi+Xy \ (1
X1<2>+X2<3>_<2X1+3X2>_<1>
Résolvons ce systeme, on obtient : (X7, X3) = (2, —1).

Pour les coordonnées de e; dans la base B, on trouve (3, —2) et pour celles de ey, on trouve (—1,1). Ainsi,
e1 = 3¢] — 2¢, et eg = —e| + €.

Cherchons maintenant les coordonnées de ze; + yes dans la base B’. En passant aux coordonnées dans la
base B écrites en colonne, I'égalité Xie] + Xoel, = x1e; + x9ey donne ’égalité matricielle :

1 Iy X1+ X _ [ ™
X1<2>+X2<3>_<2X1+3X2>_<x2>

Cette équation matricielle équivaut au systeme d’équations linéaires :

Xi+Xo = 1
2X1+3X2 = I9

Résolvons ce systeme, il est équivalent au systeme triangulé :

X1+X2 = I
X2 = —21’1+ZE2

Il vient : Xy = =221 + 29 et X7 = 21 — X3 = 321 — 7. Ainsi,
X1 . 3%1 — T2 - 3 -1 T
X2 - —2.771 + Zo - —2 1 )
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Méthode 2 (avec matrice de changement de base) : La matrice de passage de la base B a la base B’ est la

matrice :
1 1
r=(53)

Son inverse s’obtient suivant la chapitre 4 en calculant le déterminant et la comatrice de P. On Obtient :

S
()05 ) ()= ()

En prenant, (z1,z5) = (1,1), on retrouve que (2, —1) sont les coordonnées de e; + e; dans la base B’. Le
couple (—3,2) obtenue & partir de la premiere colonne de P~! sont les coordonnées de e; dans la base B'. Le
couple (—1,1) obtenue a partir de la deuxiéme colonne de P~! sont les coordonnées de e, dans la base B'.

Ainsi :

Méthode 3 : Par hypothese :

€1+2€2 = 6/1
61+3€2 = 6/2

Cherchons a exprimer (ej,e;) a laide de (€], €)). Le systéme précédent peut étre vu comme un systeéme
d’équations linéaires a inconnues vectorielles. Résolvons le comme un systeme d’équations linéaires, il est
équivalent au systeme ”triangulé” :

e1+2e = €
es = €h—e)

On obtient, e; = —€| + €, puis e; = €] — 2(—¢] + ¢€5) = 3¢} — 2¢},. Ainsi les coordonnées de e; et ey dans la
base B sont respectivement (3, —2) et (—1,1). Les coordonnées de x1e; + z2eo dans la base B’ en colonnes

sont
3 + -1 . 31’1 — T o 3 -1 T
S W B B WS T e NS, VS A W B | 7o
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