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1 Systemes d’équations linéaires

1.1 Introduction
Soit n + 1 nombres réels, aq,...,a,,b , I'équation :
a1x1 + agxy + -+ - + apx, =0

est appelée équation linéaire a coefficients réels de n variables. La donnée de m telles équations est appelée
systeme de m équations linéaires a coefficients réels de n variables. Une solution d’un tel systeme est une
famille de réels (si,...s,) vérifiant chacune des équations du systeme.

L’intersection de droites d’un plan ou de plans de I'espace se ramene apres un choix de coordonnées a la
résolution de systemes liéaires. Mais beaucoup plus largement, il en est de méme d’une immense quantité de
probléemes apparaissant dans une immense quantité de domaines.

Par exemple dans le domaine de l'internet : 'objectif d’un moteur de recherche sur le réseau internet
consiste a partir de mots clefs a classer les pages du réseau par ordre d’importance. Une simple modélisation
ramene ce probleme a la résolution d'un systeme d’équations linéaires dont le nombre d’inconnues est le
nombre de pages liées aux mots clefs qui peut atteindre plusieurs millions.

La majorité des phénomenes physiques, biologiques,.. sont non-linéaires, mais la résolution numérique
(sur ordinateur) des équations qui les décrivent se rameénent le lus souvent a la résolution de grands systeémes
linéaires. Cet outil est donc un élément majeur du calcul scientifique et son utilisation est entrée aujourd’hui
dans la vie quotidienne (prévision météorologique, assimilation de données,..). Beaucoup plus largement, la
majorité des calculs scientifiques se ramene a la résolution de systemes linéaires. Les ordinateurs les plus
récents et les plus puissants sont basés sur une programmation parallele et nécessitent la mise au point de
nouveaux algorithmes de résolution de systemes linéaires utilisant au mieux cette notion de parallélisation.

En une vingtaine de pages, ce paragraphe explique une méthode de résolution des systemes d’équations
linéaires basée sur ’algorithme de triangulation de Gauss qui décide si un systeme a des solutions ou le



transforme en un systeme triangulé ayant les mémes solutions. Nous montrons alors comment exprimer alors
ses solutions communes a ’aide des variables libres du systeme triangulé.

Objectif : Comprendre la méthode de résolution proposée dans le cours et pouvoir ’appliquer avec précision
pour résoudre par exemple des systemes de trois équations a quatre variables .

Les équations linéaires seront le plus souvent a coefficients réels. Mais, elles peuvent étre a coefficients
rationnels ou complexes. Ainsi, dans ce paragraphe, K désignera soit I’ensemble Q des nombres rationnels,
I’ensemble R des nombres réels, ou 'ensemble C des nombres complexes. Il pourra désigner plus généralement
un corps quelconque.

1.2 Définitions
Equation linéaire & n variables : Soit n > 1 un entier naturel. Soit aq,as,...,a, et b des éléments de K.
EF  aqzi+azs+---+apx, =0
est appelée équation linéaire a n variables a coefficient dans K.
e Les xy,29,...,x, sont appelées les variables de 1’équation.
e [’élément a; est appelé le coefficient de la variable x;.
e [’élément b est appelé le terme constant ou second membre de I'équation.

e Si b =0, nous disons que ’équation est homogene ou sans second membre.

Solution d’une équation linéaire a n variables : Une solution de I’équation E est la donnée d’une famille
(s1,82,...,8,) de n éléments de K vérifiant :

a181 + asss + -+ a,s, = b

Remarquons :



e Si tous les coeflicients de 1’équation E sont nuls et que le terme constant de E est nul, alors toutes
données (s1, S2,...,S,) de n éléments de K est solution de FE.

e Si tous les coefficients de 1'équation E sont nuls et que le terme constant de E n’est pas nul, aucune
donnée (s1, S, ..., s,) de n éléments de K n’est solution de (E).

Systéeme de m équations linéaires a n variables : Soit n > 1 et m > 1 deux entiers naturels. Soit i, j
des entiers naturels tels que 1 <¢<met1<j<mneta;,;,b des éléments de K.

1,121 + a12T2 + -+ A1nTn = bl (El)
E' 2,171 + A22T2 + -+ A2 nTn = bz (EQ)
Am, 121 + A 2X2 + -+ Amndn = bm (Em)

est appelé systeme de m équations linéaires a n variables a coefficient dans K.
Le systeme est dit homogene si chacune des équations linéaires qui le constitue est homogéne.

Solution d’un systéme de m équations linéaires a n variables : Une solution du systeme E’ est la
donnée (s1, S, ..., s,) de n éléments de K solution de chacune des équations du systeme E'.

Exemple : Considérons I’équation linéaire a trois variables a coefficients réels :
20 —y+52=5.
. ) 1 . , : Ly . 3
Le triplet de réels (5, 1,1) est une solution de cette équation. Il y a bien d’autres solutions comme (5, 3,1).

Considérons le systeme de deux équations linéaires a trois variables a coefficients réels :

2r + 2y + z = -1 (E9)



Les triplets de réels (—2,1,1), (168, —169, 1) sont solutions de ce systeme et il y en a d’autres ...

Dans ces deux exemples, les variables sont nommées z,y, z. Le nom des variables importe peu, il dépend
souvent de I'origine des équations. Par exemple, en géométrie dans 1’espace les variables sont souvent nommées
z,y et z..

1.3 Transformations d’un systéeme sans changer les solutions

Considérons les deux équations linéaires a n variables :

amxy + agry + - Fapr, = b (B)
ayry + ahyre + - +ax, = bV (E)

Nous appelons équation obtenue en multipliant £ par A € K, ’équation notée \E :
Aa1xy + Aagzy + -+ + Aapx, = Ab (AE)
Nous appelons équation obtenue en soustrayant de I’équation E’ I’équation E, I’équation notée K’ — E :
(@) —ar)xr + (ay —ag)za + -+ (a, —ap)x, =0 —b (E' —E)
Nous appelons équation obtenue en ajoutant a I’équation E et I'équation E’, I’équation notée £ + E' :
(ay + ar)xy + (ay + a2)zs + -+ + (a, + ap)z, =0 +b (E'+ E)
Plus généralement, pour u,v € K, nous notons uF + vE’ I’équation :
(uay + vay)xy + (uas + vay)zs + - - + (ua, +va,)z, = ub+vb  (uE + vE')
et notons ull — vE’ I’équation :
(uay —val)ry + (uag — vay)zy + - - + (va, — va,)x, = ub—vb (uE —vE')
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Exemple : Considérons le systeme de deux équations linéaires a trois variables a coefficients réels :

2r + 2y + z = -1 (Es)

L’équation Fy — 2F; obtenue en soustrayant 2F; a Fs est :
-z = -1 (E2 — 2E1)
Remarque 1.3.1 Soit (s1, S2,...,8,) une une solution du systeme :

amxy + a4 -+ apz, = b (E)
ajry +ayre + - +ax, = bV (E)

Alors pour tout u,v € K la donnée (s1, Sa,...,s,) est une solution de uEl + vE'.

Preuve : Par hypothese :
a181 + asxo + -+ aps, = b (F)
aysy +abxe +---+als, = UV (E)

Par multiplication par u et v nous obtenons :

uai Sy + uasre + - - - +uays, = ub
vays) +vagrs + - - +vays, = vb

Par simple addition :
(uay +vay)sy + (uag +vay)ss + - - - + (uay, + vay,)s, = ub + vb’

Dong, (s, S2, ..., S,) est une solution est une solution de uF + vE'.



Remarque 1.3.2 Pour tout A € K, le systéme formé des 2 équations E et E' a les mémes solutions que le
systéeme formé par les 2 équations E et E' — \E.

Preuve : a) Supposons que (si, Sg, ..., S,) est une solution du systeme formé des 2 équations E et E’. C’est
alors une solution de E. Suivant la remarque 1.3.1, ¢’est une solution de £’ — AE. Ainsi, (s, Sg,...,S,) est
une solution du systéeme formé des 2 équations F et ' — \E.

b) Si (s1, 89, ...,8,) est une solution du systeme formé des 2 équations FE et E' — AE, c’est suivant la partie
a de la preuve une solution du systeme formé des 2 équations E et (E' — AE) + AE. En remarquant que
I'équation (E'—AE)+ AE n’est autre que I’équation E’, nous avons obtenu que (s1, so, . .., $,) est une solution

du systeme formé des 2 équations E et E’.

Cette remarque permet d’établir la proposition suivante :

Proposition 1.3.3 Les opérations suivantes ne changent pas les solutions d’un systéme d’équations linéaires :
1. Permuter deuz équations,
Multiplier une équation par un élément non nul de K,

Soustraire d’une équation le produit d’une autre par un élément de K,

Conserver une équation du systeme et soustraire aux autres équations le produit par des éléments de K
de l’équation conservée.

5. Supprimer ou ajouter ’équation : Oxy + Oxy + - -+ + 0z, = 0.

Preuve : Les points 1,2 et 5 sont clairs. Le point 3 se déduit de la remarque 1.3.2 et le point 4 s’obtient en
appliquant plusieurs fois le point 3.
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Exemple : Les deux systemes suivants ont mémes solutions :

r + vy + z = 3 (E) r +y + z = 3 (E)
2r — Y + =z = 4 (EQ) et — 3y - Z = =2 (EQ — 2E1)
20 + 4y + bz = 3 (Ej) + 2y + 3z = -3 (E3—2E))

Par contre, nous prendrons garde de ne pas aller trop vite. Par exemple, le systeme constitué de deux
équations linéaires (£, E') n’a que trés rarement les mémes solutions que le systéme de deux équations :

1
(B —2E'.E'~ 3E)

1.4 Les n-uplets d’éléments de K

Notation 1.4.1 Soit n > 1 un entier naturel. Un n-uplet d’éléments de K est la donnée de n éléments de
K. Nous notons K™ [’ensemble dont les éléments sont les n-uplets d’éléments de K.

Pour n = 1, K™ n’est autre que K. Les 2-uplets d’éléments de K sont aussi appelés couples d’éléments de K
et les 3-uplets d’éléments de K sont aussi appelés triplets d’éléments de K...
Notation 1.4.2 Nous notons (ay,...,a,) le n-uplet défini par la donnée des n élements ay , ...., a, de K.

Attention que l'ordre est important (17,1,2) et (1,17,2) sont deux éléments distincts de R3.

Nous allons définir sur K" deux opérations : ’addition et la multiplication par un élément de K.

Soit s = (s1,52,...,8,) € K", &' = (s],55,...,5,) e K" et A € K.
Addition de s et s : s+ 8 = (81,82,...,8,) + (8],85,...,8)=(s1+ 8,80+ 8h,....,8,+8),
Multiplication de s par A € K: As = A(s1,82,...,5,) = (As1, Asa, ..., As,) .

11



L’opération addition sur K" vérifie les propriétés suivantes :

Vu,v,w € K" C(u+v)+w=u+(v+w) , noté u+v+w

Vu € K" cu+0=0+u=u, ,ou 0=(0,0,...,0)

Vu = (ug,ug,...,u,) EK® @ u+(—u)=(—u)+u=0 , o0 —u=(—up,—ug...,—Uy,)
Yu,v € K" Cutv=v+u

L’élément u 4+ v + w désigne puique ceux sont les mémes éléments (u + v) + w ou u + (v + w).

Les mathématiciens disent alors que K", muni de 'addition, est un groupe commutatif de neutre 1’élément
0=(0,0,...,0). Si u e K", —u est appelé 'opposé de u. Pour u,v € K", nous défnissons alors I'opération
de soustraction :

u—v=u+ (—v)

La multiplication par un élément de K vérifie :
Vue K" ; VA, peK  ANpu)=Apu et lu=u
Ces lois sont compatibles au sens suivant : VA, u € K, Vu,v € K" :
A+ pu=A+pu et ANu+v)=Au+ v

Nous notons que pour tout u € K™ : Ou = 0 (dans cette égalité, le premier 0 est le zéro de K, le deuxiéme 0
est le neutre (0,0,...,0) de 'addition de K™) et nous notons que (—1)u = —u .

Définition 1.4.3 (combinaison linéaire d’éléments de K™ ) Soit r éléments vy,vs,. .., v, de K" et r éléments
A, Aoy A de Koo Lélément de K™ : A\vy 4+ Xovg + -+ + A\u,. est appelé une combinaison linéaire de
V1,02, ...,Up.

12



Exemple 1 : Prenons, par exemple, K = Q.

3 3 3 3 9 19 7
4(1,2,3) — 2(—1 —(-1,1,)=(44+2—= Z12-104 =)= (=, —, =
(1,2,3) — 2( ,0,5)+2( ,1,1) = (4+ 580+, 0+2) (2, 2,2)

est une combinaison linéaire dans Q* des 3 éléments (1,2,3), (—1,0,5), (—1,1,1).
Exemple 2 : Soit u,v, w dans R, nous avons 1’égalité dans R?:
(2u —v,u — v+ 2w,3v —w) =u(2,1,0) + v(-1,1,3) + w(0,2,—1)

Ainis, pour tout réels u,v,w , le triplet (2u — v,u — v + 2w, 3v — w) est une combinaison linéaire des trois
triplets (2,1,0), (—1,1,3) et (0,2, —1) indépendants de u, v, w.

1.5 Systemes triangulés d’équations linéaires
Considérons une équation linéaire a n variables :
E : ax +axs+ -+ agr, =0

ou plus généralement un systeme de m équations linéaires a n variables :

a1121 + a12%2 + -+ A1.nTn = bl (El)
E a21T1 + A22%2 + -t A2 nTp = b2 (EQ)
Q121 + Ay, 2T2 +--+ AmpnTn = bm (Em>

Les variables sont ordonnées de la gauche vers la droite. Ainsi, z; est dite la premiere variable, x5 est dite la
deuxieme variable, ... , z,, est dite n-ieme variable.

Dans I'équation linéaire a 3 variables :

EF : —u+204+3w=17

13



la premiere variable est u, la seconde v et la troisieme w.

Définition 1.5.1 (variable de téte et ordre d’une équation linéaire) Soit E une équation linéaire. Sa variable

de téte est la variable par la quelle commence cette équation. L’ordre v(E) de ’équation est l'ordre de la
variable de téte.

Exemple : Prenons K = R. Soit I’équation linéaire de 4 variables u, v, w,t :
1
Ou + 7v — §w~|—4t:9 (E)

u est la premiere variable, v la deuxieme, w la trosieme et t la quatrieme. La variable de téte de E est la
deuxieme variable v. Ainsi, 'équation E est d’ordre 2 : v(E) = 2.

Prendre garde que pour parler d’ordre d’'une équation linéaire, il faut que I'un de ses coefficients soit non nul.

Définition 1.5.2 Considérons le systeme de m équations linéaires a n variables :

1,171 + 1,272 + -+ a1 nTn = b1 (El)
2121 + A29%2 + -+ Aoy, = by (E»)
Am,121 + Am 222 + -+ Amnln = bm (Em)

ot les coefficients des variables de chaque équation ne sont pas tous nuls. Ce systéme est dit ordonné si [’ordre
de ses équations est croissant au sens large : v(Ey) < v(Ey) < ... < wv(E,). Il est dit triangulé si ['ordre de
ces équations est croissant au sens strict : v(E)) < v(Ey) < ... < v(Ep).

Si le systéme constitué des équations Ej, ..., E,, a n variables est triangulé : v(E)) < v(E2) < ... < v(Ep).
L’ordre d’une équation étant un entier plus grand que 1 et inférieur a n, nous en déduisons : m < v(E,,) <n

14



Il en résulte qu'un systeme triangulé a necessairement moins d’équations que de variables.

Exemple : Considérons le systeme :

2r +y + z =1
3y + 2z = 2 (Ey)
— 4z = 9 (E

On a v(Ey) < v(Es) < v(FE3). Le systeme est donc triangulé.

1.6 Algorithme de Gauss de triangulation d’un systeme

On se propose maintenant de donner un algorithme que nous appellerons ”algorithme de triangulation de
Gauss” concluant qu’'un systeme d’équations linéaires F n’a pas de solution ou donnant un systeme d’équations
linéaires triangulé ayant les mémes solutions que E.

Commencons par deux cas particuliers. Tout d’abord celui d’un systeme réduit a une seule équation linéaire
EF : axi+axs+---+ax,=b.
e Si tous les coefficients a; sont nuls et que b est nul, tout élément de K" est solution.
e Si tous les coefficients a; sont nuls et que b est non nul, I’équation n’a pas de solution.
e Si l'un des coefficients est non nul le systeme est triangulé.
Puis, considérons le systéme de deux équations d’orde k de n variables :

Or; + -+ + Ozp_q1 + apxp + Ap+1Th+1 + - + @, = a (El)

E
Oxy + -+ 4+ Ozp—y + brpxp + bk+1l'k+1 + -+ by, = b (EQ)’

ol ay et by sont non nuls. Suivant la proposition 1.3.3, ce systéme a les mémes solutions que le systeme
suivant :

15



Ory + -+ 4+ Oxp_1 + apzp —+ Ap41Thy1 + -0 + apx, = a (El)

E' b
Oxy + -+ 4+ Ozp1 + Oz + b;6+1513k+1 + -+ b;ﬂjn =V (Eé = FEy — aiEl) )
k
ou ; ) ,
;c—l—l = bk+l - iak-i-l y ey b;l = bn - icOln s b =b— —ka
ay ag ay

Si les by, .... b, sont tous non nuls, le systéme E’ est triangulé. Nous dirons que nous avons utilisé £
pour faire monter ’ordre de Ej.

Expliquons 'algorithme de triangulation de Gauss dans le cas général. Il part d’un systeme de m équations
linéaires a n variables a coefficients dans un corps K :

11T + a1 022 + -+ a1, = b (E)
E a21T1 + A22%2 + -+ A2 nTn = bg (Eg)
Am,121 + Am, 222 +-+ AmnTn = bm (Em)

Principe d'un pas de I'algorithme :
Sans en changer les solutions, on peut supposer que notre systeme E ne contient pas d’équation triviale
O0zy + 0xg + - - - 4+ 0x,, = 0. Sinon, on enleve ces équations triviales, ce qui ne modifie pas les solutions de F

(proposition 1.3.3).

Si le systeme E contient une équation du type Oxy + 0xg + - - -+ 0x, = b avec b # 0. Comme un telle équation
n’a pas de solution, nous concluons que le systeme E n’a pas de solution.

16



Sinon quitte a permuter les équations, nous obtenons suivant la proposition 1.3.3 un syteme ordonné qui a les
mémes solutions que le systeme de départ. Soit alors F, ..., E,, les équations de ce systeme. Soit 1 < k(E),
le plus grand des indices k € {1,2,...,m} tels que

v(Ey) <v(BE2) <+ <v(Ey) <v(Epy) < <v(Ep)

Autrement dit, k(E) est l'ordre a partir duquel les équations du systeme F ne sont plus croissants au sens
strict. Le principe est alors d’utiliser E} pour faire monter 'ordre des des équations suivantes sans changer
les solutions du systeme suivant le principe précédent.

Il reste a itérer.
Proposition 1.6.1 Soit E un systeme linéaire de m équations a n variables. En moins de n — 1 étapes,
lalgorithme de triangulation de Gauss montre que E n’a pas de solution ou permet de construire un systéme

triangulé ayant les meémes solutions que E.

Exemple : Considérons le systeme suivant :

a — b =0 (El)
(E) 2 + b — ¢ = 2 (Es)
2a + ¢ = 3 (Es)

Les variables ordonnées sont a, b, c. Ce systeme est ordonné : v(E;) = v(Ey) = v(E3) = 1.

O Etape 1 : Faisons tourner I'algorithme de Gauss. Nous obtenons le systeme E’ qui a la méme solution que
E

a — b = 0 (E] = Ey)
(E/) 3b — ¢ = 2 (Eé = EQ - 2E1)

Ce systeme est ordonné, mais toujours pas triangulé : v(E}) = 1 < v(E}) = v(Ej) = 2.
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Etape 2 : Faisons tourner l'algorithme de Gauss en utilisant E! pour faire monter l'ordre de Ej . Nous
obtenons le systeme (E”) qui a méme solution que (F) :

a — b = 0 (B =E)
(E") 3b - ¢ = g (By = E3) ,
3¢ = 3 (By=E3—oEy))

Ce systeme est triangulé v(E]) < v(EY) < v(EY). Fin de l'algorithme.

En anticipant sur la section suivante et en remontant les équations, nous obtenons que (1,1, 1) est la seule
solution de ce systeme.

1.7 Algorithme de résolution d’un systeme triangulé d’équations linéaires

Pour résoudre un systeme d’équations linéaires, 'algorithme de Gauss nous ramene a savoir résoudre un
systeme triangulé. Cette question fait ’objet de ce sous-paragraphe.

Définition 1.7.1 (variables libres) Nous appelons variables libres d’un systéme triangulé d’équations linéaires
les variables qui ne sont pas les variables de téte d’une équation de ce systeme.

Nous ne parlerons donc jamais de variables libres d’un systeme non triangulé d’équations linéaires.

Exemple : Prenons par exemple K = R et considérons le systeme :

br + 2y + z + t = 0 (E)
(E) y 4+ z — t =1 (Ey

Les variables sont x,y, z,t ordonnées dans cet ordre. Ce systeme est triangulé : v(E;) = 1, v(Ey) = 2 et
v(F3) = 4. La variable x est variable de téte de la premiere équation, y de la seconde et t de la troisieme.

18



Ainsi, le systéeme admet z comme seule variable libre.

Algorithme de résolution d’un systeme d’équations linéaires triangulé : Nous exprimons la variable
de tete de la derniere équation a l’aide des variables libres contenues dans cette équation, Nous remplagons
ensuite cette variable de téte par son expression dans les équations restantes et obtenons alors un systeme
triangulé avec une équation de moins. Il reste a itérer. Nous parametrons ainsi les solutions d'un systeme
linéaire triangulé a 1’aide de ses variables libres.

Exemple : Expliquons la méthode en détail sur I'exemple précédent :

or + 2y + z +t =0
(E) y + z —t =1
4¢ = 2

Rappelons que ce systéme est triangulé de seule variable libre z. Soit (z,y,2,t) € R? une solution de E, la

derniere équation donne : t = 7 Le quadruplet (x,y, z,t) est donc solution de E si et seulement si :

1 —
P or + 2y + 2z + 1
2 y + z — t =

1
En remplacant ¢ par 5 dans (E}) et (E3), nous obtenons que le quadruplet (x,y, z,t) est solution de F si et

seulement si : )
1 or + 2y + z = —2

_ = 2
t= et §
2

3
Nous en déduisons y en fonction de la variable libre z. y = 3 % Le quadruplet (z,y, z,t) est donc solution
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de F si et seulement si :

3
y = 5% 1
. 21 et [5x+2y+z = 3
2
En remplacant y par = — z, on obtient que le triplet (z, vy, z,t) est solution de F si et seulement si :
y = ;-2
2 1 et { br—z = —z
t = = 2
2
: . , . : <y 7 1 .
La variable de téte x s’exprime facilement a ’aide de z : = = T + EZ' Nous obtenons ainsi que le quadruplet
(x,y, z,t) est solution de E si et seulement si :
T N 1 3 L 1
T s 0 YT Ty
Appelons S I'ensemble des solutions du systeme. Nous avons obtenu :
7T 1 3 1 73 1 1
S = {(—1—0 + £ 5 T4 5) tel que z € R} = {(—1—0, 5,0, 5) + 2(5’ —1,1,0) tel que z € R}
Nous disons que nous avons parametré les solutions du systeme a 1’aide de z : a chaque valeur de z € R
73 1
correspond une solution du systeme. Par exemple z = 0, nous donne la solution particuliere (_E’ 2 0, 5)

Notation 1.7.2 Soit I un ensemble fini et (b;);e; une famille d’éléments b; de K . Nous noterons : Y1 b,

la somme de tous les éléments de la famille (b;)icr. En particulier si I = {1,...,n} :
> bi=bitby+--+by
ie{l,...,n}
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n

Ce dernier élément est aussi noté : Zbi
i=1

Enoncons le résultat obtenu qui permet d’exprimer les solutions d’'un systeme triangulé a l'aide de ses
variables libres.

Proposition 1.7.3 Considérons un systeme triangulé E de m équations lindires de n variables x1,. .., T,.
Soit I C {1,...,n} Uensemble des indices des variables libres de ce systéme. Alors, il existe pour tout entier
i €{1,2,...,n} des u; dans K nuls pour i € I et il existe pour tout i € I et tout entier tel que j < i des

u;; € K nuls pour j € I tels que l’ensemble des solutions de E soit :

S={(w,...,un) + > wilugr, ..., uii-1,1,0,...,0) telsque Vi € I : z; € K}

el

Exemple suite : Dans I'exemple du systeme triangulé suivant :

Sr + 2y + z + t = 0 (E)
(E) y + z — t =1 (Ey
4 = 2 (Ej)

Les variables sont x,y, z,t ordonnées dans cet ordre. La troisieme variable est la seule variable libre. En
suivant notre algorithme, nous avons obtenu que ’ensemble S des solutions du systeme est :

7 1 3 1 73 1 1
S = {(—1—0 + 545 T4 5) tels que z € R} = {(—1—0, 5,0, 5) + z(g, —1,1,0) tels que z € R}
Avec les notations de la proposition ?? : n =4 et I = {3} et
73 1 1
(ula"‘a4) - (_E7§707§) et (u3,1au3,2) - (57_17170>

Conséquence : Un systeme triangulé a toujours au moins une solution. Il a une unique solution si aucune
variable de ce systeme n’est libre ce qui revient a dire que toutes ses variables sont des variables de téte ou
encore que notre systeme triangulé a autant d’équations que d’inconnues.
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1.8 Synthese : Résolution des systemes d’équations linéaires

Considérons un systeme de m équations linéaires a n variables a coefficients dans K :

a1,171 + A1,2%2 + -+ a1nTn = b1 (El)
211 + Qo 2%2 + - + 2T, = by (Eb)

(E)
Qm,1T1 + Am 202 +-+ AmnTn = bm (Em)

Définition 1.8.1 Nous appelons systéme homogene associé a E le systeme d’équations linéaires homogenes

obtenu en remplacant par zéro les seconds membres des équations E; définissant E.

Nous pouvons noter au passage qu'un systeme d’équations linéaires est homogene si et seulement s’il ad-

met (0,...,0) comme solution.

Résolution de F : L’algorithme de Gauss montre que le systeme F n’a pas de solution ou détermine un
systeme triangulé ayant les mémes solutions. Dans ce dernier cas, soit I C {1,...,n} I'ensemble des indices
des variables libres de ce systeme triangulé. Alors, il existe pour tout entier i € {1,2,...,n} des u; dans K
nuls pour ¢ € I et il existe pour tout 7 € I et tout entier tel que j < ¢ des u; ; € K nuls pour j € I tels que

I’ensemble des solutions de E soit :

S={(w,...,un) + > mi(win, .., uii—1,1,0,...,0) telsque Vi € I : z; € K}

icl
Remarque 1.8.2 Avec ces notations, (uq, ..., u,) est une solution de E et

> wi(wig, ..oy uiio1,1,0,...,0) telsque Vi € I+ z; € K}

iel
est I’ensemble des solutions du systeme homogéne associé a F.

Cette remarque 1.8.2 résulte du lemme suivant :
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Lemme 1.8.3 Soit u = (uy,...,u,) une solution d’un systéme E d’équations linéaires a n variables

tout © = (x1,...,x,) € K", les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. x=(xq,...,x,) est solution de E.
2. x—u=(r1—U,...,T, — Uy) est solution du systéme homogéne associé a F.

Preuve : Par hypothese :

a1 U + aj oy + -+ au, = by
Ao U1 + AgoUs + -+ Az Uy = by
Qm,1U1 + A 2U2 + -+ AmnpUp = bm
Supposons = = (z1,...,x,) est solution de E. Nous avons alors :
a11® +a19T2 + -+ a1, = by
2171 + Q29T + -+ + a2, = by
(m, 121 + Qm, 222 + -+ Amnln = bm
Nous obtenons par différrences :
a171($1 — ul) + CLLQ(CBQ — UQ) + -+ a1,n($n — un) =0
a271(a:1 — Ul) + &272(33‘2 — ’LLQ) + -+ a2,n<$n — un) = 0
U1 (T1 — U1) + Gmp(T2 —u2) + -+ G (T —up) = 0
Donc, v —u = (1 — u1, ..., T, — u,) est solution du systeme homogene associé a E.
Inversement, * — u = (1 — uy, ..., T, — Uy,) est solution du systéme homogene associé a E :
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a171(3§1 — Ul) + &172@32 — UQ) + -+ al,n(ﬂjn — Un) =0

a271(x1 — Ul) + &272(1'2 — Ug) + -+ a2,n($n — un) = 0
U1 (L1 — U1) + Gmp(T2 —u2) + -+ A (T —un) = 0
Par addition, compte tenu des équations vérifiées par (uq, ..., u,), nous obtenons :
1171+ a12T2 + - Faar, = by
(2,171 + 22T2 + -+ + 2Ty, = by
Qm,171 + Qm,2T2 + -+ AmnTn = bm
et x = (x1,...,,) est solution de F.

Exemple : Travaillons avec K = R. Résolvons le systeme :

207 + 319 + x3 + x4 = 1
1+ my — xy — my = 2 (Ey)

® |

Ce systéme est ordonné. Appliquons ’algorithme de Gauss de triangulation :

R R T R (R S
—§x2 — 51‘3 — 5[54 = 5 (EQ — §E1)

L’algorithme de Gauss a abouti en une étape puisque ce systeme est triangulé. Arrangeons un peu E’ en
multipliant sa deuxiéme équation par —2. On obtient le systéme triangulé (E”) ayant les mémes solutions
que E :

2:L'1 + 3I2 + 3 + 24 = 1 (El) .

E/l
( ) i) + 35(33 + 3I4 = -3 <E2—§E1)
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Les variables libres sont x3 et x4. La derniere équation donne :
To=—3— 313 — 314
Reportons dans 1’équation restante, nous obtenons :
2r1+3(3 —3x3 —3x4) + x5+ 24 =1 , soit 2x; — 8xz — 8xy = 10

D’ou :
T :4$3+4Qf4—|—5

Ainsi, I’ensemble des solutions est :
S ={(4x3 +4x4 +5,—3 — 3x3 — 3w4,23,24) ; w3,74 € R} |

S = {(57 _37 07 O) + 1}3(4, _37 17 O) + $4<4a _3a 07 1) ) T3, Ty € R}

Dans cet exemple avec les notations de la proposition 1.7.3 : I = {3,4} et
(u1,ug,u3,us) = (5,-3,0,0) , (usy1,us2, uss uss) = (4,—3,1,0) , (ug1,Us2, us3,usa) = (4,-3,0,1).

En guise de vérification, nous pouvons observer que (5, —3, 0, 0) est solution du systeme (E) et que les éléments
(4,-3,1,0) et (4,—3,0, 1) sont solutions du systeme homogene asocié a E :

2$1+3I‘2+$3+$4:O
I1+I‘2—$3—I4:O
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2 DMatrices a coefficients dans un corps

2.1 Introduction

Une matrice par exemple a coefficients réels de n lignes et p colonnes est un tableau constitué de n lignes
formées de p réels. L’ensemble de ces matrices est muni de deux opérations naturelles : addition et multipli-
cation par un réel. Nous définissons de plus le produit ”ligne-colonne” qui permet de multiplier une matrice
n lignes et p colonnes par une matrice p lignes et m colonnes. L’intérét de ces trois opérations provient de
leurs nombreuses propriétés et de leurs compatibilités.

Les matrices n lignes et n colonnes ou matrie carrées de taille n sont en particiler mmunis de trois opérations :
addition et multiplication par un réel et produit ”ligne-colonne”. Ce dernier produit est associatif et possede
un élément neutre. Les matrices carrées qui admettent un inverse pour cette multiplication sont dites in-
versibles.

A toute matrice carrée, il est possible d’associer un réel appelé déterminant de la matrice et dont la non
nullité caractérise son inversibilité. Les déterminants permettent de calculer la comatrice d’une matrice et
ainsi d’exprimer 'inverse d'une matrice. Nous détaillons cette théorie dans le cas des matrices de tailles deux
et trois.

Les matrices codent les systemes d’équations linéaires et ce codage est a la source du produit ”ligne-colonne”.
Il existe plus précisement une correspondance entre systeme d’équations linéaires et équation matricielle que
nous expliquons dans le dernier paragraphe.

Objectif :
1. Savoir multiplier des matrices et pratiquer le yoga des opérations sur les matrices.
2. Savoir calculer 'inverse d’'une matrice carrée de taille 2 ou 3 par les deux méthodes.

3. Savoir passer d'un systeme d’équations linéaires a une équation matricielle et inversement.
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4. Savoir résoudre matriciellement un systéme linéaire de n équations a n inconnues quand la matrice
associée a ce systeme est inversible.

Dans ce cours, K désignera toujours soit I’ensemble Q des nombres rationnels, ’ensemble R des nombres
réels, ou 'ensemble C des nombres complexes. ou plus généralement ce que les mathématiciens appelent un
corps commutatif.

2.2 Définitions

Définition 2.2.1 Soit n et p deux entiers naturels. Une matrice n X p a coefficients dans K est la donnée
d’une famille (a; j)1<i<n1<j<p de np éléments de K .

Elle est représentée par le tableau a n lignes et p colonnes :

a1 ... QAip

21 ... Q2p
M =

an,l N amp

L’élément a; ; de K est le terme de sa i-eme ligne et j-eme colonne. Cette matrice est notée aussi M = (a; ;)
et dite matrice de terme général a;;. Nous disons aussi que la matrice M est une matrice a n lignes et p
colonnes.

Notation 2.2.2 Nous notons M,, ,(K) l'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes.

Soit ay, ..., a, € K, la matrice (aas ... a,) € Mj,(K) est appelée matrice ligne.
ai

Soit ay,...,a, € K, la matrice : : € M,,1(K) est appelée matrice colonne.
G,

On note 0 la matrice de M,, ,(K) dont tous les coeflicients sont nuls.
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Notation 2.2.3 Nous notons M,,(K) l'ensemble des matrices a n lignes et n colonnes. Ces matrices sont
¢galement appelées matrices carrées de taille n.

Soit M = (a;;)1<i<n1<j<n Une matrice carrée de taille n. Les coefficients a,,; sont appelés coefficients diago-
naux de cette matrice.

ai 0
La matrice M est dite diagonale si a; ; = 0 pour i # j : M =
0 (nn
a1 A12 a1.n
: L : . : . 0 agg A2.n
La matrice M est dite triangulaire supérieure si a; ; = 0 pour ¢ > j : M = )
0 0 apn
0 a2 a1.n
0 0 a273 a9 n
La matrice M est dite triangulaire supérieure stricte sia; ; = O pouri > j: M =
0 0 Ap—1n
0 0 0

Nous définissons de méme les matrices triangulaires inférieures.
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Enfin, nous notons [,, € M,,(K) la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont tous égaux a 1 :

1 0 O .0
0 1 O .0
I, = 0
0O ... 0 1 O
0 0 0 1

Trois opérations sur les matrices a coefficients dans K :

Addition de deux matrices de M,, ,(K) : Soit M = (a;;) € M, ,(K), N = (b;;) € M, ,(K). La somme
de M et N est la matrice de M,, ,(K) dont le terme général est a; ; + b; ;. Elle est notée M + N. Ainsi :

11 ... Qip bl,l e bpr aii + bl,l cee Q1p + pr
M+ N = + =
Qp1 .. Qpp bn,l e bmp Ap 1 + bn,l cee Opp + bn,p

Multiplication d’une matrice de M,, ,(K) par un élément de K : Soit M = (a;;) € M, ,(K) et
A € K, le produit de M par X est la matrice de M,, ,(K) dont le terme général est Aa; ;. Elle est notée AM.
Ainsi :
ari; ... Aip )\al,l . )\CLLP
AM =\ =

pi - Qnyp A1 oo Ay

Nous notons —M la matrice (—1)M, ou encore la matrice de terme général —a, ; :
—ay1 ... —Qip

M=

—Qp1 ... —App
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Ces deux premieres opérations vérifient :
1. : Pour tout M,N,P e M,,,(K) :

(M+N)+P=(M+N)+P  associativité ,
M+N=N+P commutativité ,
M+0=04+M=M 0 est élément neutre ,
M+ (-M)=(-M)+M=0 existence d'un opposé .

2. Pour tout A\, u € K :

Nous disons alors que addition est une loi de groupe commutatif sur M,, ,(K) et que munis de la somme
de deux matrices et de la multiplication d’une matrice par un élément de K, 'ensemble M,, ,(K) est un
K-espace vectoriel.

Soit M, N € M,,,(K), nous notons M — N = M + (—N).
Produit ”ligne-colonne” d’une matrice de M, ,(K) par une matrice de M, ,(K) : Nous allons

définir une opération qui associera a M € M, ,(K), N € M, ,(K) une matrice notée MN € M,, ,(K) et
appelée produit de M par N, et donc définir 'application :

M, (K) x M, (K) — M, (K) ; (M,N)— MN
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Commencons par définir le produit d’une matrice ligne a p termes par une matrice colonne a p termes, c’est
a dire d'une matrice de M, ,(K) par une matrice M, 1(K). Ce produit est défini par 'application :

L=(a1ay...a,) , C= . LC =aiby + asby + - - - + a,b,

Le produit de M € M,, ,(K) par N € M,, ,(K) est alors la matrice M N dont le terme plagé a la i-eme ligne
et j-eéme colonne est L;C; produit de la ¢-eme ligne de M par la j-eme colonne de N :

L,.¢, ... LC
a171 . a/]_7p bl,l s bl,P Llcl Llcq
M = 3 N = ) MN = o o
but <o buy LC . LG,
by ;
by -
ot L; = (a;1a;z ... a;p) est la i-eme ligne de M et C; = | est la j-éme colonne de N.

bp,j

Le produit matriciel est ainsi appelé produit ”ligne-colonne”.

Notons que le terme plagé a la i-eme ligne et j-eme colonne de la matrice MN € M, ,(K) est : L,C; =
k=p

Z a; 1:by ;. Cette formule est utile pour les démonstrations ot apparaissent des produits de matrices.

k=1
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Proposition 2.2.4 Si les formules suivantes ont un sens, nous avons les égalités entre matrices :

(MN)P = M(NP) noté : MNP :
M(N +P)=MN + MP :
(AM)N = M(AN) = A\(MN)  noté : AMN :
(M + N)P = MP + NP :
I,M=MI,=M pour tout M € M,, ,(K)

Transposition : Si M € M, ,(K) est une matrice de terme général (a; ;). Nous appelons transposée de
M la matrice notée *M € M, ,,(K) de terme général (a;,;). Autrement dit, la i-éme ligne de *M est la j-eme
colonne de M et la j-éme colonne de 'M est la i-éme ligne de M.

—1

4 5 2 1
.t —
Exemple : ( 191 1 ) =

— N Ot
I )

Proposition 2.2.5 Soit A € K, M, N € M, ,(K), dés qu’elles ont un sens, nous avons les égalités :

{M+N)= tM+1IN | YAM)=A\tM) |
(MN) = (N) (M), (M) =M ]

Preuve : Laissée au lecteur. La formule ‘(M N) = (*N) (*M) s’établit facilement apres 'avoir vérifié dans le
cas o M est une matrice ligne et N une matrice colonne de méme longueur.

Définition 2.2.6 Une matrice carrée est dite symétrique si elle est égale a sa transposée.

Par exemple, la matrice identité de M,,(K) est symétrique : ‘I, = I,.
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L’anneau M, (K) des matrices carrées :

Comme le produit de deux matrices de M,,(K) est une matrice de M,,(K), M,,(K) est muni en particulier
de deux opérations : I'addition et le produit matriciel. Muni de ’addition, nous avons vu que M,,(K) est un
groupe commutatif. Mais, nous avons de plus :

a) La multiplication est associatice :
VM,N,P e M,(K) (MN)P=DM(NP),
b) Elle est distributive par rapport a ’addition :
VM,N,Pe M,(K) M(N+P)=MN+MP e (M+N)P=MP+NP,
c¢) La multiplication admet I,, comme élément neutre :
VM e M, (K) IL,M=DMI,=M.

Nous résumons toutes ces propriétés en disant que M, (K) est un anneau unitaire. Nous remarquons
qu’en général si M et N sont deux matrices de M,,(K) avecn >1: MN # NM.

Notation 2.2.7 Pour tout entier n, nous notons M™ le produit n fois de M par elle méme. Par convention,
MO sera I,, la matrice identié.

2.3 Matrices carrées inversibles

Définition 2.3.1 Une matrice M de M, (K) est dite inversible, s’il existe N de M, (K) tel que MN =
NM = 1I,. La matrice N est alors unique, appelée inverse de M et notée M~'.
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Montrons pour étre complet 'unicité de I'inverse. Supposons M inversible. Soient N’ et N” sont deux inverses
de M. Par définition : MN" = I,, et N'M = I,,. Par associativité du produit matriciel, nous avons :

(N'M)N" = N'(MN") .

Il en résulte :
I, N"=N'I, etdonc N"=N’

Notation 2.3.2 Nous noterons Gl,,(K) l'ensemble des matrices inversibles M, (K).

Proposition 2.3.3 1. La matrice I,, est inversible d’inverse I,,.

2. Si M et N sont deux matrices carrées inversibles, la matrice produit M N est inversible et linverse de
MN est :
(MN) ' =N"'M!

3. Si M est une matrice carrée inversible, son inverse M~' est inversible et l'inverse de M~! est :
(M Ht=M
4. Si M est une matrice carrée inversible, sa transposée ' M est inversible et l'inverse de 'M est :
(M) = (M
Preuve : 1) Cela résulte de l'identité I,1,, = I,1,, = I,,.

2) Soit M et N deux matrices carrées inversibles. Nous avons toujours grace a l'associativité de la
multiplication matricielle :

MN(N*M™) = M(NN"YMt =MI,M*'=MM" =1,

et
(N'"MYMN =N M"'M)N=N"',N=N'N=1I,
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Ainsi, M N est inversible d’inverse N~1M 1.

3) Soit M une matrice carrée inversible. Par définition de l'inversibilité de M, nous avons :
MM =MM"'=1I,

Cela implique que M ~! est inversible d’inverse M.

4) Soit M une matrice carrée inversible. En utilisant la formule sur la transposée d’une multiplication
donnée dans la proposition 2.2.5, nous obtenons :

(MM = (MM = Y(1,) = I,

De méme, on montre ‘M {(M~1) = I,,. Ainsi, *M est inversible d’inverse *(M~!).

2.4 Matrices carrées inversibles de M;(K) et de M;3(K)

Définition 2.4.1 Soit A = Z CCZ

Uélément de K défini par det(A) = ad — be.

€ My(K). Nous appelons déterminant de A et on note det(A)

Proposition 2.4.2 Pour tout A, B € M5(K) :
det(AB) = det(BA) = det(A)det(B) , det(ly) =1 , det(*A) = det(A)

! /

aia_[a c [ d ¢ _ _(ad +c ad +cd -
Preuve : Soit A = ( b d) et B = < Yo ) Ona: AB = < b+ db b+ dd’ ) . Ainsi,
det(AB) = (ad +cb')(bc’ +dd') — (ba' + db')(ac’ + cd’)
aba'c + adad'd" + beb/d + cdb'd’ — aba'c’ — bea'd — adb'd — cdb'd’
add'd’ + beb'd — bedd — adb'd = ad(a'd — V') 4+ be(b'd — d'd)
= ad(dd —Vd) —bc(dd —bc) = (ad —bc)(a'd — V) = det(A) det(B)
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De méme, det(BA) = det(B) det(A). Comme det(A)det(B) = det(B) det(A), nous obtenons bien :
det(AB) = det(BA) = det(A) det(B) .
Les égalités det(l3) = 1 et det(*A) = det(A) résultent de deux calculs directs faciles.

a c
b d

A1 1 d —c\ 1 d —c
S ad—bc\ —b a ) det(A)\ —b a

Preuve : Soit a, b, c,d € K. Par un calcul direct de produits matriciels :

(+) (Z fl)(—db _@c>:<—db :f)(g §>:<ado_bc ado—bc):det<A)]2

Si det(A) = 0 et A inversible, nous obtenons en multipliant & gauche I'identité matricielle * par A~ :

Proposition 2.4.3 Soit A = ( ) € My(K). La matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

Nous avons alors :

AA ( d _ac ) = A (det(A)Iy) =0

—b
d -—c
(5 )=

Il en résulterait A =0. dou: 0 = A~'A = I, qui est impossible.

Comme A~'A = I,, nous obtiendrons :

Si det(A) # 0, nous obtenons en multipliant I'identité matricielle * par I'inverse de det(A) :

o (50 () =aan (5 0)(30) =
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En utilisant la propriété générale (AM )N = M(AN) = A(M N) donnée dans la proposition 2.2.4 :

1 d —c 1 d —c
Al —— = A=1
(detm) ( b a )) (detm) ( b a >> 2
Ainsi, A est inversible et
1 d —c
71_
AT = det(A) ( b a )

1,1 A1z a3
Définition 2.4.4 Soit A= | as1 ass as3 | € M3(K). On appelle mineur du coefficient a; ; de la i éme

az1 azz a33
ligne et jéme colonne de A le déterminant A, ; de la matrice carrée de My(K) obtenue en enlevant a M sa
i-eme ligne et sa j-eéme colonne.

ayi1 Aair2 a3
Définition 2.4.5 Soit A= | as1 az2 a3 | € M3(K). On appelle déterminant de A et on note det(A)

a3 asz2 asg3
I’élément de K défini par :
det(A) = a11011 —a1Q01 +az1As;

Cette formule est dite 'expression du développement du déterminant de A par rapport a la premere colonne
de A.

Le déterminant de A est également donné par les formules:

Développement du déterminant de A par rapport a la deuxieme colonne de A.
det(A) = —a12812+ a22009 —a32035
Développement du déterminant de A par rapport a la troisieme colonne de A.

det(A) = a13011 — 23021 + az3lsq
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Développement du déterminant de A par rapport a la premere ligne de A.
det(A) = 11011 —a12012 + a1 3013

Développement du déterminant de A par rapport a la deuxieme ligne de A.
det(A) = ag10921 — 22029 + as30s3

Développement du déterminant de A par rapport a la troisieme ligne de A.
det(A) = a31031 — az2As32 + a330s 3

Dans ces formules, nous pouvons noter que le signe devant a;; est le signe de (—1)"*/ et remarquer que la
matrice de M3(K) de terme général (—1)""7 est

+1 -1 1
-1 1 -1
1 -1 1

Proposition 2.4.6 Pour tout A, B € M3(K) :
det(AB) = det(BA) = det(A)det(B) , det(ly) =1 , det(*A) = det(A)
Preuve : Ces preuves peuvent se faire par un calcul direct comme dans la preuve de la proposition 2.4.2.

11 Ai2 Q13
Proposition 2.4.7 Soit A= | a1 az2 a3 | € M3(K). La matrice A est inversible si et seulement si

a3y agz2 ass
det(A) # 0. On a alors :
1
-1

~ det(A)
ot Com(A) € M3(K) est la matrice de terme général ((—1)"7A,; ;) et '(Com(A)) sa transposée.

"(Com(A))
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Preuve : La proposition résulte des identités matricielles :
A'(Com(A)) =*(Com(A)) A =det(A) I3

qui proviennent des différentes formules de développement du déterminant.

Ainsi, avec les notations de la proposition 2.4.7 si det(A) # 0 :

Aip A Ay
Com(A) = | —Az1 Ay —Agy
Azp —Azx Asg

et
Ay —Agr Aszy

—Aip Agy  —Azy
Az —Ags  Ass

Enfin, le lecteur pourra alors montrer :
Proposition 2.4.8 Soit M une matrice de Ms(K) ou de M3(K).
1. Si M posséde une ligne de zéro, det(M) = 0.
2. St M est triangulaire, det(M) est le produit des éléments de sa diagonale.

3. Pouri # j, si M’ est la matrice déduite de M en ajoutant a la i-éme ligne de M le produit par X de la
j-éme ligne de M sans changer les autres lignes : det(M') = det(M).

4. Pour a € K, si M' est la matrice déduite de M en en multipliant la i-éme ligne de M par a sans
changer les autres lignes : det(M') = adet(M).

5. Pour i # j, si M’ est la matrice déduite de M en permutant la i-éme ligne de M et la i-éme ligne de
M sans changer les autres : det(M') = —det(M).

6. Mémes énoncés avec les colonnes.
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2.5 DMatrices et résolution de systemes linéaires

Soit a; j, b; € K. Considérons le systeme linéaire de m équations a n inconnues.

a1,171 + A1,2%2 + -+ a1nTn = b1 (El)
E 211 + Qg o%o + -+ + 2T, = by (Eb)
(E)
Qm,1T1 + Am 202 +-+ AmnTn = bm (Em)
T1
Nous avons alors : (z1,x9,...,2,) € K" est solution de E si et seulement si la matrice colonne :
T
vérifie :
il b1
(E/) A = ou A= (Cbi,j) € Mm,n(K)
T, b

Cette remarque résulte de la définition du produit ”ligne-colonne”. Ainsi, un systeme d’équations linéaires cor-
respond a une équation matricielle. Dans la pratique, nous ne distinguons pas toujours le systeme d’équations
linéaires et 1’égalité matricielle associée.

La matrice A est appelée matrice associé au systeme F.

Proposition 2.5.1 Soit A € M, (K) une matrice carrée inversible et by, by, ..., b, € K. Le systéme
T b1

d’équations linéaires associé a l’équation A : = : admet comme unique solution :
Tn, bn

X1 by
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Preuve : Supposons (x1, ..., x,) une solution de notre systeme, nous avons alors I'identité matricielle :

Multiplions cette identité par la matrice inverse de A, nous obtenons :

T b1
ATTAl 2 [ =4

Tn, by

Comme tenu que le produit de A~! par A est Iidentité, nous en déduisons :

T bl
= A1 :
Tn b,
Inversement si (z1,...,z,) vérifie cette identité, il suffit de multiplier cette identité par A pour établir que

(x1,...,2,) une solution de notre systeme.
Cas particulier n=2 : Considérons le systeme de deux équations linéaires a deux variables :

(E) [a1,1131+a1,2$2 = b (E1)

2171 + G922 = by (E»)

La matrice associée a ce systeme est la matrice :
ai1 a12
A f— K b
Q21 Aa22
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Si A est inversible, suivant le calcul de A~ donné dans la proposition 2.4.3, 'unique solution de E est :

1\ .o b 1 (g2  —a12 b
) b2 a1,1022 — G21012 —G21 a1 b2
Le calcul donne :
by aio a; b
det ’ det '
by g2 21 by
bl == y b2 =
a1 Aa12 a1 Aa12
det ’ ’ det ' ’
Q21 A22 Q21 Q22

Cas particulier n=3 : Considérons le systeme de trois équations linéaires a trois variables :

a11%1 + a1 0% + a1 3x3 = b (Ey)
(E) 2171 + Q29T + A2 3T3 = by (Eg)
a3 %1 + agoTs +assrs = by (Es)

La matrice associée a ce systeme est la matrice :

11 412 dAa13
A= G21 Q22 a23

az1 azz a3z3

Si A est inversible, suivant le calcul de A~ donné dans la proposition 2.4.7, 'unique solution de E est :

T1 1 22033 — G3,202 3 —(a172a373 - a3,2a1,3) a12023 — 022013 by
X2 = det(A) —(CL2,1CL3,3 - G3,1a2,3) 1,103,3 — A3,1013 —(a1,1a2,3 - CL2,1(11,3) by
xs3 A21G32 — A3 1022 —(G1,1a3,2 - a3,1a1,2) a1,102,2 — A21012 b3

42



Le calcul donne :

by Q12 13 1,1 by 1.3 11 A12 by
det bg Q29 23 det a2 1 bg 23 det 21 22 bQ
b3 azo 33 asz by az3 az1 as?2 bs
T = ) Ty = ) xr3 =
11 A1z 13 a1 Ai2 ais 1,1 A2 G1.3
det | as1 ass asg3 det | a1 agp asg det | as1 ags asgs
aszi asz a3 aszi dagz 0agg3 a3z1 az2 a33

Exemple : Résoudre le systeme d’équations linéaires a coefficients réels.

—X1 + T + T3 =1 (El)
(E) —23171 + 2[1/’2 -+ r3 = 0 (EQ)
Tt w23 = 2 (Es)
Ce systéme équivaut a 1’égalité matricielle :
1 1 -1 11
(E) Al 2o | =10 on A=1| -2 21
T3 2 1 1 2

Le déterminant de A est —2. Ainsi la matrice A est inversible et notre systeme de 3 équations a 3 inconnues
admet donc une unique solution. Suivant la proposition 2.4.7, nous obtenons :

1 3 -1 -1
A_l - —5 5 _3 _1
-4 2 0
Ainsi, I'unique solution du systeme E est :
1 1 1 3 -1 -1 1 -1/2
Tz | =A71[ 0 =—3| 5 3 -1 0= -3/2
T3 2 -4 2 0 2 2
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3 Espaces vectoriels

3.1 Introduction

Un K-espace vectoriel est un ensemble £/ muni d’une loi d’addition qui permet d’ajouter deux éléments de
E (appelés vecteurs) et d’une multiplication qui permet de multiplier un élément de E par un élément de K
(appelé scalaire). Autrement dit, un espace vectoriel est un espace dans lequel on peut faire des combinaisons
linéaires : si ui,...,u, € E et Ai,..., A\, € K, le vecteur \ju; + Agug + -+ + A\pu, a un sens et appelé une
combinaison linéaire de wuy, ug, . .., Up.

Soit £ un K-espace vectoriel. Une famille u4, ..., u, de vecteurs de E est dite libre, si la seule combinaison
linéaire nulle de w4, . .., u, est la combinaison Ou; +- - - +0u,. Elle est dite génératrice, si tout vecteur de F est
combinaison linéaire de uy, ..., u,. La famille uy, ..., u, est une base, si c¢’est une famille libre et génératrice.
Dans ce cas, tout vecteur v de E s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire de la famille (u4, ..., u,).
Les coefficients ce cette combinaison sont alors appelés les coordonnées du vecteur u dans la base (u1, ..., u,).

Supposons qu’'un espace vectoriel E/ possede une base de n éléments. Fort de notre savoir sur la résolution des
systemes linéaires homogenes, nous montrons qu’une famille libre a n ou moins de n vecteurs. Il en résulte
que toute base de E a le méme nombre d’éléments appelé la dimension de E.

Objectif

e Connaitre les définitions de base de la théorie : K-espace vectoriel , sous-espace vectoriel, combinaisons
linéaires, vecteur nul, famille libre, famille liée, famille génératrice, base, coordonnées d’un vecteur dans
une base, matrice de passage ...

e Soit E est un K-espace vectoriel muni d’une base, considérons une famille de vecteurs donnés par leurs
coordonnées dans cette base : Savoir décider si cette famille est libre ou si ¢’est une base de E.

e Savoir déterminer une base des solutions d'un systeme d’équations linéaires homogenes en suivant
I’algorithme de résolution.
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e Soit E est un K-espace vectoriel muni de deux bases BB et B, nous supposons que les vecteurs de la base
B’ sont donnés par leurs coordonnées dans la base B. le quatrieme objectif est de savoir déterminer les
coordonnées d’un vecteur dans une base a l'aide de ses cordonnées dans 'autre base.

Dans ce cours, K désignera toujours soit I'ensemble QQ des nombres rationnels, ’ensemble R des nombres
réels, ou I'ensemble C des nombres complexes. ou plus généralement ce que les mathématiciens appelent un
corps commutatif.

3.2 Définition, exemples
Définition 3.2.1 Un K-espace vectoriel E est la donnée d’un ensemble E muni de deux lois :
e une loi interne dite d’addition et notée +, c’est a dire de l’application :

ExE—FE |, (uv)—u+twv

e une loi externe dite de multiplication par un scalaire et notée multiplicativement, c’est a dire de ["application :

KxE—FE |, (Au)— lu
asujetties aux conditions a, b, ¢ suivantes :

a) L’addition est une loi de groupe commutatif :
i) Associativité : Yu,v,w € E, (u+v)+w=u+ (v+w). Cet élément est alors noté u+ v+ w.

i) Ezistence d’un élément neutre : il existe un élément noté 0 € E (ou 0, ou encore Og) tel que pour tout
uel  :u+0=04+u=mu.

ii1) Existence d’un opposé : pour tout élément u € E, il existe un élément noté —u € E, appelé opposé de
u, tel que u+ (—u) = (—u)+u=0.
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iv) Commutativité : Yu,v € E, u+v=v+u.

b) La loi externe vérifie pour tout w € E et \,pp € K : Mpu) = (Ap)u et lu = u ou 1 est le neutre de la
multiplication de K.
c) Les deux lois vérifient entre elles pour tout u,v € E et \,yu € K :

A+pu= +pu et ANu+v)=Au+v.

Dans ce chapitre, K désignera au choix I’ensemble Q des nombres rationnels, I’ensemble R des nombres
réels, 'ensemble C des nombres complexes ou plus généralement ce que les mathématiciens appelent un corps
commutatif.

3.3 Définition, exemples

Définition 3.3.1 Un K-espace vectoriel E est la donnée d’un ensemble E muni de deuz lois :
e une loi interne dite d’addition et notée +, qui a tout couple u,v € E associe un vecteur noté u + v,

e une loi externe dite de multiplication par un scalaire et notée multiplicativement qui a tout A € K et
tout u € E associe un vecteiur noté \u,

asujetties aux conditions a, b, ¢ suivantes :

a) L’addition est une loi de groupe commutatif, c’est a dire vérifie les quatre propriétés suivantes :
i) Associativité : Yu,v,w € E, (u+v)+w=u+ (v+w). Cet élément est alors noté u+ v+ w.

ii) Existence d’un élément neutre qui est alors unique noté Og € E (ou 0, ou encore 0 ) caractérisé par :
pour toutu € E, u+0=04+u=u.

iit) Existence d’un opposé a tout élément w € E qui est alors unique noté —u € E caractérisé par :
u+(—u)=(—u)+u=0g.
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iv) Commutativité : Yu,v € E, u+v=v+u.

b) La loi externe vérifie pour tout w € E et \,pp € K : Mpu) = (Ap)u et lu = u ou 1 est le neutre de la
multiplication de K.

c) Les deux lois vérifient entre elles pour tout u,v € E et \,u € K :
A+ pu= +pu et AMu+v)=Au+ \v.

Les éléments d'un K-espace vectoriel E¥ sont appelés vecteurs de E et les éléments du corps K sont appelés
scalaires.

Notons que pour tout w € E : Ou = 0g. En effet (0+0)u = Ou+ Ou, donc Ou = Ou+ Ou. En ajoutant 'opposé
de Ou des deux cotés de cette égalité, il vient bien Ou = Og.

Si E est un K-espace vectoriel et u, v deux vecteurs de E, nous notons u — v = u + (—v).
Exemples Nous avons deja rencontré de nombreux espaces vectoriels :
1) K lui méme muni de son addition et de sa multiplication est un K-espace vectoriel.

2) L’ensemble K™ des n-uplets d’éléments de K est un K-espace vectoriel pour ses opérations d’addition et
de multiplication par un élément de K :

(1, s Tn) + (Y1s oY) = (X1 + Y1y Ty Fyn) et Ny, .o mn) = (Azq, .00, Ay,

3) L’ensemble M, ,, des matrices & n lignes et p colonnes a coefficients dans le corps K est un K-espace
vectoriel pour ses opérations d’addition et de multiplication par un élément de K :

(aij) + (bij) = (aij + bij) et Mai;) = (Aaij) -
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3.4 Sous-espaces vectoriels

Définition 3.4.1 Une sous-ensemble non vide F' d’un K-espace vectoriel E est appelé sous-espace vectoriel
de E si F est stable pour l’addition et pour la multiplication par un scalaire, c’est a dire st :

Vu,ve F,VAeK : u+velF e lelF.

Ainsi, si F' est un sous-espace vectoriel de E, nous avons dans F une addition et une multiplication par
un scalaire. Le lecteur vérifiera que ces opérations vérifient les conditions a, b et ¢ de la définition 3.3.1.
Munis de ces opérations déduites de celles de E, F' est donc un K-espace vectoriel. Il résulte de la définition
3.4.1 que tout sous-espace vectoriel I' de F contient O et que O reste le neutre pour I'addition de F. On
notera également que si u € F, ou F' est un sous-espace vectoriel F' de E, 'opposé —u = (—1)u de u dans F
appartient a I’ et est aussi son opposé dans F.

L’ensemble {0g} réduit au zéro de E est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 3.4.2 Lintersection de sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E est un sous-espace
vectoriel de E.

Preuve : Soit F; et I3 deux sous-espaces vectoriels de E. Tout d’abord O € F}, car F} est un sous-espace
vectoriel de E. De méme, Op € F,. Ainsi, O € Fi N Fy et F1 N F, est donc non vide. Soit u,v € F1; N Fy
et A € K. En particulier, u et v sont deux éléments de F;. Comme F} est un sous-espace vectoriel de F :
u+v € Fyet \u € Fi. Deméme, u+v € Fy et A\u € Fy. Ainsi, u+v € F1NFy et Au € F; N Fy. Cela montre
que F; N Fy est un sous-espace vectoriel de F.

Proposition 3.4.3 Les solutions d’un systéme de p équations linéaires homogénes (c.a.d. sans second mem-
bres) a n variables a coefficients dans K forment un sous-espace vectoriel de K™.

Preuve : Commencons par montrer que les solutions d'une seule équation linéaire homogene a n variables
a coefficients dans un corps K forment un sous-espace vectoriel de K”. Soit aq,...,a, € K, désignons par F'
le sous-ensemble de K™ constitué des solutions de 1’équation linéaire :

a1r1 + agxy + - - + apr, =0
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Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de K. Tout d’abord, F' est non vide puisqu’il contient 0 =
(0,0,...,0) le neutre de 'addition de K™. Soit x = (x1,xs,...,x,), y = (y1,T2,...,y,) deux éléments de F
et A € K. Ainsi :

(%) a1y +agro+ -+ apx, =0 et ayy +asxo+ -+ ayy, =0.
Rappelons que :
(1, s Tn) + (Y1s oY) = (X1 F Y1y Ty Fyn) et Ny, mn) = (Mg, .00, Ay,

Il résulte de * que :

ar(zr +y1) Fag(xe +y2) + - Fan(Tn +Fyn) = (ax1 +aryn) + (a2x2 + agys) + - + (an@n + anYn)
(@171 + agxa + - - + anxy) + (a1y1 + agye + - - + anyn)
= 0+0=0

D’autre part :
a1(Ax1) + as(Aza) + -+ ap(Ax,) = AMarxy + asxs + -+ + apxy)
= AN =0

Nous avons ainsi montré que z +y et Az sont des éléments de F'. Donc, F' un un sous-espace vectoriel de K".

Traitons maintenant le cas d’un systeme d’équations linéaires homogenes. L’ensemble des solutions d’'un tel
systeme est l'intersection des solutions de chaque équation de ce systeme. Chacune de ces équations est
homogene. Ses solutions forment suiavant la premiere partie de la peuve un sous-espace vectoriel de K™.
L’ensemble des solutions de notre systeme d’équations linéaires homogenes est donc une intersection de sous-
espaces vectoriels de K”. Suivant la proposition 3.4.2 , cet ensemble est donc un sous-espace vectoriel de
K™

Définition 3.4.4 Soit E un K-espace vectoriel, wy,...,u, € E et A\y,...,\, € K. Le vecteur \juy + Agug +
<o+ Apu, est appelé une combinaison linéaire de uy,us, . .., u,. On note Vect(uy,us, ..., u,) l’ensemble des
combinaisons linéaires de wy, ug, ..., Up,.
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Proposition 3.4.5 Soit E un K-espace vectoriel. Soit uy,...,u, € E, alors Vect(uy,ug,...,u,) est un

sous-espace vectoriel de E appelé le sous-espace vectoriel engendré par uy, . .., up.

Preuve : Nous avons Og = Ouy + Oug + - - - 4+ Ou,. Donc, O € Vect(uy, ua, ..., u,) qui est donc non vide.
Soit v = A + -+ Apup et w = pug + - -+ ppu, o A, i1 € K deux combinaisons linéaires de wy, ..., u,
et soit A € K :

vt w = (M4 M) + (A ppup) = (A p)un £+ (g )
Av = AMup 4+ Au,) = (AA)ur 4+ (AN,

Ainsi, v4+w et Av sont des combinaisons linéaires de uy, ug, . . ., u,. On a ainsi montré que Vect(uy, us, ..., u,)
est non vide et stable par addition et multiplication par un scalaire. C’est donc un sous-espace vectoriel de

E.

Remarque 3.4.6 Nous noterons en particulier que si uy, ..., u, appartiennent a un sous-espace vectoriel F'
de E, toute combinaison linéaire de uy, . .., u, est un vecteur de F. Ainsi, vect(us, ..., u,) est un sous-espace
vectoriel de F. A ce propos, nous pouvons noter qu’un sous-espace vectoriel d’un sous-espace vectoriel F' de
E nest autre qu’un sous-espace vectoriel de E contenu dans F.

3.5 Famille libre, famille génératrice et base

Définition 3.5.1 Soit vy, vy, ...,v, des vecteurs d’un K-espace vectoriel E.
a) Nous disons que la famille (vi,vq,...,v,) est une famille génératrice de E, si tout vecteur de E est
combinaison linéaire de vy,vq,...,v,. Autrement dit, si E = Vect(vi,vs,...,v,) ou encore si pour tout

vEE, il eviste \y,..., )\, € K tel que :
v =AU+ Avg + -+ AP0,

b) Nous disons que la famille (v1,vq, ..., v,) est libre, si pour tout \y,..., A\, € K :
)\1U1+>\2+"'+)\p’l}p:0 - )\1:>\2:...:)\p:0
¢) Nous disons que la famille (vi,vs,...,v,) est une base de E, si cette famille est libre et génératrice.
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Une famille (vq,v9,...,v,) non libre est aussi dite liée. Une telle famille est caractérisée par I'existence

d’une "relation non triviale”: des éléments Ay, ..., A, € K non tous nuls tels que :
Avp 4+ Ao+ A, =0
Exemple de la base canonique de K" Les vecteurs :
e = (1,0,...,0), es=(0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,...,0,1)

de K" forment une base du K-espace vectoriel K™ appelée base canonique de K".

Preuve : Montrons tout d’abord que la famille (ey,...,e,) est génératrice. Soit x = (x1,...,2,) € K" .
nous avons :

r=(x1,...,2,) =21(1,0,...,0) + -+ +2,(0,0,...,0,1) = x1€1 + - - - + Tpe, .
Ainsi, le vecteur = est bien dans Vect(eq,es, ..., e,) et la famille (eq,...,e,) est génératrice. Montrons
maintenant que la famille (eq, ..., e,) est libre. Soit z1,...z, € K tels que z1e; + - - - + 2,6, = Ogn. Nous en

déduisons
21(1,0,...,0) 4+ -+ 2,(0,0,...,0,1) = (0,...,0).

Comme z1(1,0,...,0) + -+ 4+ 2,(0,0,...,0,1) = (x1,...,2,), nous en déduisons :

(x1,...,x,) = (0,...,0).

Ainsi, chaque z; est nul. La famille (e, ...,e,) est donc libre.

Remarque 3.5.2 Une famille réduite a un vecteur non nul est libre. Une famille de vecteurs contenant le

vecteur nul n’est jamazis libre.
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Preuve (exemple de raisonement par I’absurde) : Soit u un vecteur non nul d’un K-espace vectoriel
E. Si A € K est non nul et vérifie A\u = 0. Multiplions cette identité par 1/X , nous obtenons :

1 1

D’ou u = O : contradiction. Donc A € K avec Au = O implique A = 0 . La famille réduite au vecteur u est
donc libre.

Soit vy, ..., v, une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel £/. Supposons par exemple que le k-ieme
vecteur vy, de cette famille soit nul. Nous avons la relation :

Ovy + -+« + 0vg—y + 1vg + Ovgyq + - -+ + 0v, = 0 .

Les coefficients de cette relation entre les v; ne sont pas tous nuls. La famille (vq,. .., v,) n’est donc pas libre.

Proposition 3.5.3 L’algorithme de résolution d’un systéme d’équations linéaires homogénes de n variables
a coefficients dans K fournit une base de [’espace vectoriel de ses solutions.

Preuve : Considérons un systeme d’équations linéaires homogenes F de p équations a n variables (z1,. .., z,)
a coefficients dans K . Suivant la proposition 3.4.3 les solutions F' de ce systeme forment un sous-espace
vectoriel de K™. Un tel systeme d’équations linéaires homogenes a au moins (0,...,0) comme solution.
L’algorithme de Gauss détermine alors un systéme d’équations linéaires homogenes triangulé E’ ayant les
meémes solutions. Soit I I'ensemble des indices des variable libres de E’. L’algorithme de résolution d’un
systeme triangulé nous donne les solutions de E sous la forme

F={ zi(uw,...,u;-1,1,0,...,0) telsque Vi € I : z; € K}

i€l
Pour ¢ € I, posons v; = (u;1,...,U;i—1,1,0,...,0). Notre résultat s’esprime exactement par :
) 1 ) s 5 Ly Yy )

F =Vect(v;)ier -
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La famille (v;);er est donc une famille génératrice de F'. Cette famille est libre. En effet, si

invi =0.

iel
Pour 7 € I, le i-eme coeeficient du terme de gauche étant x;, nous obtenons x; = 0. Donc, pour tout ¢ € I,
x; = 0 et la famille (v;);er est libre. Elle forme donc une base de F.

[llustrons cette proposition sur I'exemple suivant :

Exemple Déterminer une base de I’espace vectoriel des solutions du systeme d’équations linéaires homogenes

a coeflicients réels :
(E) T1+Tog+2Tz+2Tg4 = 0 (El)
Ty + X9 + 21]3 + 181‘4 = 0 (EQ)

Les variables sont z1, x9, 3, 4 ordonnées naturellement. Les deux équations de (E) sont d’ordre 1. Le systeme
(E) est donc ordonné. Faisons tourner l'algorithme de triangulation. Le systéme (E) a mémes solutions que
le systeme :

(E) 1+ a9 +as+zy = 0 (Ey)
T3 + 17&34 = 0 (Eé = E2 — El)

Ce systeme est triangulé car 1 = v(E)) < v(Ej) = 3. Les variables libres de (£’) sont donc zy et xy.
Résolvons (E’). La derniére équation donne : x3 = —17z4. En remplacant dans la premiére, on obtient :
1 = —x9 + 16x4. Ainsi, nous obtenons I'ensemble F' des solutions de (F) :

F = {(—wxy+ 1624, 29, —17x4,14) tels que x9, 74 € R}
= {x9(—1,1,0,0) + 24(16,0,—17,1) tels que z9,24 € R}

Ainsi, F' = vect((—1,1,0,0), (16,0,—17,1)). La famille ((—1,1,0,0), (16,0, —17,1)) est libre. En effet, si
1’2(—1, 1, 0, O) + l‘4<16, 0, —17, 1) = (—IQ + 161’4,%2, —17$4,I4) =0 y

c’est que xo = x4 = 0. La famille (—1,1,0,0), (16,0, —17,1) génératrice de F' et libre est donc une base de F'.
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3.6 Coordonnées d’un vecteur dans une base

Soit £ un K-espace-vectoriel muni d’une base B = (ey, es,...,¢€,) et u € E. Comme la famille (e, e, ..., €,)
est donc une famille génératrice de FE, il existe des scalaires A, ...\, tels que u = \je; + -+ - + A\,e,. Nous
allons montrer que cette famille de scalaires Ay, ...\, est unique. Pour ce faire, soit A},... A/ une deuxieme
famille de scalaires telle que u = Nje; + - - - + A e,,. Par différence, nous obtenons :

(M —=ADer 4+ (A —X,)ep, =0
Comme la famille (e, e, ..., e,) est libre, il en résulte :

M=XN, =0 o, A—N=0.

n

D'oit, At = N}, ooy Ay = M.

Définition 3.6.1 (coordonnées d’un vecteur dans une base) Soit B = (ey, ea, ..., e,) une base d’un K-espace-
vectoriel . Tout vecteur u de E s’écrit alors de facon unique u = x1e1 + -+ + xpe, 0U Tq,...,2, € K.
Les scalaires xq,...,x, s’appellent les coordonnées de u dans la base B. Le scalaire x; est appelé la i-éme

coordonnée de u dans la base B.

Si F possede une base B de n éléments, notons que deux vecteurs de E sont égaux si et seulement si leurs n
coordonnées dans B sont égales. Retenez le principe : "une identité vectorielle équivaut a n égalités scalaires”.

Notons que mis a part dans le cas de K™ muni de sa base canonique, un vecteur d'un espace vectoriel n’est
)
jamais égal a ses coordonnées dans une base.

Proposition 3.6.2 Soit u,v € E, (x1,...,2,) les coordonnées de u dans la base B, (y1,...,yn) les coor-
données de v dans la base B et soit A € K. Alors uw+ v a pour coordonnées (r1 + y1,...,Ty, + yn) dans la
base B et Au a pour coordonnées (Axy, ..., Ax,) dans la base B.
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Preuve : Par définition des x; et y; : u=x1e1 + -+ e, , V=111 + -+ Yptn .
Il en résulte que u+v = (x1+y1)er+- - -+ (Tp+Yn)en. Ainsi u+v a bien pour cordonnées (1 +y1, ..., Tn+Yn)

dans la base B. De méme, A\u = (Ax1)e; + - -+ (Ax,)e,. Et Au a bien pour coordonnées (Azy, ..., Az,) dans
la base B.
Exemples Soit (x1,...,2,) € K" Si B=(ey,...,e,) est la base canonique de K™, on observe que :

(21, ..., 2p) = 21(1,0,...,0) + -+ 4+ 2,(0,0,...,0,1) = x1€1 + X969 + - - - + Tpey

insi, (x1,...,x,) sont les coordonnées de (x1,...,z,) dans la base canonique de K". C’est le seul exemple
Ainsi, (zq,..., 2, t1 d d ,...,T,) dans la b de K". Clest 1 1 1
ou un vecteur ne differe pas de ses coordonnées ...

3.7 Dimension d’un K-espace vectoriel

Proposition 3.7.1 Soit E un K-espace-vectoriel qui posséde une base de n vecteurs, alors toute famille de
plus de n + 1 vecteurs de E est liée.

Preuve : Soit B = (ey,es,...,¢,) la base de E dont nous supposons l'existence. Pour démontrer la propo-
sition, il suffit de montrer que toute famille (uy,...,u,) de p > n + 1 vecteurs de E est liée. Désignons par
(a1j,...,0,,;) les coordonnées de u; dans la base B. Nous devons montrer qu'il existe aq,...,a, € K non
tous nuls tels que :

(*) ajug +---+au;+---+apu, =0
Cherchons donc les ay,...,a, € K solutions de *. Suivant la proposition 3.6.2, les coordonnées de a;u; +
asuy + - - - + apu, dans la base B écrites en colonnes sont :

ai ayj aip
o N B e e N I e R

an,l Ap an,p
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Ainsi, I'égalité * équivaut a I'égalité :

api0y + - tagga;+ e tagpa, = 0
()
U101+ o F O+ e+ e, = 0
Ce systéme admet déja la solution évidente (0, ...,0). Suivant I'algorithme de résolution, ** a méme solution

qu’'un systeme triangulé de m < n équations linéaires homogenes a n variables. Ce systeme admet donc au
moins une variable libre et donc a plus d’une solution et méme une infinité puisque ’ensemble K que nous
considérons a un nombre infini d’éléments. Ainsi, notre systeme admet une solution différente de (0, ...,0).
La famille (uy,...,u,) de p vecteurs de E est donc liée.

Théoréme 3.7.2 (définition de la dimension) Soit E un K-espace-vectoriel qui posséde une base de n
vecteurs, alors toute base de E an éléments. Cet entier n, noté dimk F, est appelé la dimension de E.

Preuve : Sinon, F admettrait une famille libre ayant un nombre d’éléments strictement plus grand que celui
d’une base de E.

Proposition 3.7.3 Soit E un K-espace-vectoriel non réduit a zéro admettant une famille génératrice. Alors,
nous pouvons extraire de cette famille génératrice une base de E.

Preuve : Soit (vy,...,v,) cette famille génératrice.

Cas p = 1: Le vecteur v; engendre £. Comme F est non réduit a zéro, le vecteur v; n’est pas nul. La
famille réduite a I’élément v; est donc libre (voir ). C’est donc une base de E.

Cas p > 1: Si la famille (vy,...,v,) est libre, puisqu’elle est supposée génératrice, c’est une base de E.
Sinon, il existe a4, ..., a, € K non tous nuls tels que :

a1y + agvy + -+ a,v, =0
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Quitte a renuméroter la famille, on peut supposer que a; est non nul. On en déduit :
a9 ap

ai ai

Par hypothese, tout vecteur u de E s’écrit :
U= MN01+ -+ AU,

ou Aq,..., A\, € K. D'ou:

u = ()\2 — )\1%)212 + -4 ()\p — )\1%)1@
ay aq

Ainsi, la famille (vq,...,v,) serait génératrice. En itérant ce procédé, nous obtenons une base de E extraite
de la famille (vy, ..., v,).

Une famille génétrice d'un espace vectoriel de dimension n a donc toujours au moins n éléments.

Proposition 3.7.4 Soit E un K-espace-vectoriel de dimension n. Alors toute famille libre peut étre completée
en une base.

Preuve : Soit (vy,...,v,) une famille libre de vecteurs de E. On sait alors que p < n (proposition 3.7.1). Si
la famille (vq,...,v,) est génératrice, c’est une base de E. Sinon, il existe v,41 € £ non combinaison linéaire
de (v1,...,vp). Considérons une relation :

a1V + -+ + apvp + app1Vpr =0

ou a; € K. Alors a,4; = 0, sinon :

B aq Qp
Up+1 __71}1_..._
ap+1 (p+1
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ce qui contredit I’hypothese faite sur vp4. Il en résulte :
avy + -+ +apv, =0

Mais alors, puisque la famille de départ (vy,...,v,) est une famille libre, tous les a; sont nuls. Cela montrer
que notre nouvelle famille (vq,...,v,41) est libre et que nous pouvons donc compléter la famille (vq, ..., v,)
en une famille libre (vy, ..., vp4+1). Nous itérons ce procédé. En moins de dimg £ — p étapes, nous complétons
(v1,...,vp) en une base de E, car sinon nous fabriquerions sinon une famille libre de E ayant dimg £ + 1
éléments.

Une famille libre d’un espace vectoriel de dimension n a donc toujours au plus n éléements.

Corollaire 3.7.5 Soit E un K-espace-vectoriel de dimension n. Alors ;
e Une famulle libre de n vecteurs de E est une base de F,

o Une famille génératrice de E formée de n vecteurs est une base de E.

Preuve : Sinon, on pourrait suivant les propositions 3.7.3 et 3.7.7 construire deux bases n’ayant pas le méme
nombre d’éléments.

Définition 3.7.6 (droite vectorielle, plan, hyperplan) Un espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite
vectorielle, un espace vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel. Un sous-espace vectoriel de dimension
n — 1 d’un espace vectoriel E de dimension n esta appalé hyperplan de E.

Proposition 3.7.7 Soit (f1,..., f,) une famille génératrice et (ey,...,e,) une famille libre d’un K-espace
vectoriel E. Alors, on peut compléter la famille (ey, ..., en) par des vecteurs de (fi, ..., f,) pour obtenir une
base de E.
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Preuve Si (ey, ..., e,) est une base de E, il n’y a rien a compléter. Sinon, (ey,...,e,;,) n’est pas une famille

génératrice. L'un des f; n’est alors pas dans Vect(ey, ..., e,,). Sinon E = Vect(fi, ..., f,) serait un sous-espace
vectoriel de Vect(ey, ..., e,) et nous aurions alors F = Vect(ey,. .., e,) : contradiction ! Soit alors i; tel que
fi, n’appartient pas a Vect(eq, ..., e,). Soit ai,...,a,+1 € K et une relation :

aje; + -+ Qplm + a1 fi, =0

Si amye1 est non nul, nous aurions f;; = —(1/ame1)(are; + -+ + amen), ce qui contredit 'hypothese sur
fi,- Done, a1 = 0 et la famille (eq, ..., e,) étant libre, nous en déduisons que tous les a; sont nuls. La
famille (eq,...,em, fi;) est donc libre. Si c’est une famille génératrice de F, c’est une base de E et nous
avons terminé. Sinon, continuons. Supposons la famille (ei,...,em, fi,..., fi,) libre. Les f;, sont alors
deux a deux dictincts, car une famille libre ne contient pas deux vecteurs égaux. Si (e1,...,€m, fir,- -, fir)
est génératrice, c’est une base de E. Sinon, par le méme argument que précédemment, il existe i, €
{1,...,p} tel que f;,, ¢ Vect(er,...,em, fir,..., fi,). Nous montrons alors comme précedemment que la
famille (e1,...,€m, fir, .-, fi.,,) est libre. En moins de p étapes, nous obtenons une base de E, car la famille
(€1, -y €ms f1,-.., fp) est une famille génératrice de E.

3.8 Décider si une famille de vecteurs est libre

Soit E' un K-espace-vectoriel de base B = (eq, ea, ..., ¢€,).
Question : Soit uy,...,u, des vecteurs de £ donnés par leurs coordonnées dans la base B. la
famille (uy,...,u,) est-elle une famille libre ? Nous avons vu a la proposition 3.7.1 que pour cela il est

nécessaire que p < n. Supposons p < n.
Notons (ayj, ..., an ;) les coordonnées de u; dans la base B, de sorte que :

Uj = ayj€1+ -+ dpjén
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Suivant la proposition 3.6.2, les coordonnées de aju; + - - - + a,u, dans la base B écrites en colonnes sont :

ai ay j ain a1101 + -+ Q105 + -+ Q1 p0,
ay _|_...+aj +---4a, = .
Qp,1 an,j Qpon Qp,107 + -+ an,jaj + -+ Ap nQp
Réponse : Ainsi, (uy,...,u,) est une fammille libre si et seulement si le systeme
1121 —+ -+ al’jxj + 4 1 nTy = 0
(%)
Ap1T1+ -+ apx;+ - +appr, = 0
admet (0,...,0) comme seule solution. Por répondre a la question, il suffit alors de résoudre le systeme (x).

3.9 Décider si une famille de vecteurs est une base
Soit E un K-espace-vectoriel de base B = (eq, es,...,€,). Soit uq, ..., u, des vecteurs de E. Toutes les bases

de E ayant le méme nombre d’éléments, si p est différent de n, (uq, ..., u,) ne sera jamais une base de E.

Question : Soit uq,...,u, des vecteurs de ¥ donnés par leurs coordonnées dans la base B. la
famille (uq, ..., u,) est-elle une base de F ?
Notons (ayj, ..., an ) les coordonnées de u; dans la base B, de sorte que :
Uj = ayjer + -+ anjén

D’apres le corollaire 3.7.5, (uy, ..., u,) sera une base de F si et seulement c¢’est une famille libre.

Suivant la proposition 3.6.2, les coordonnées de a,u; + - - - + a,u, dans la base B écrites en colonnes sont :
a1 ai j a1,n a1p01 + -+ aya; + -+ a0,
ay +"'+Clj +---4a, = .

Qp,1 Qp 5 Qnon Qp, 101 + -+ Qp ;05 + -+ Ap nGp

)

60



Réponse 1 : Ainsi, (uq,...,u,) est une base de F si et seulement si le systeme

1,171 4+ al,jxj 4+ 4 A1 nTn = 0
(%)
ap 121 + -+ Qp ;T +---+ ApnTn = 0
admet (0,...,0) comme seule solution.
Notons Mp(uy, ..., u,) la matrice carrée dont la j-eme colonne est formée des coordonnées de u; dans la base
B. Mp(uy,...,u,) est donc la matrice carrée de terme général (a; ;) :
a1 ... Q1n
21 ... Q2n
Mg(uy, ... u,) =
Ap1 .. Qpn
D’apres la proposition ?? ou la proposition ??, le systéme x admet (0,...,0) comme seule solution si et
seulement si la matrice Mg(uq, ..., u,) qui est la matrice associée a ce systeéme est inversible.
Réponse 2 : Pour montrer que (uq, . . ., u,) est une base de E, il suffit de montrer 'inversibilité de Mp(u1, . .., uy,).
Proposition 3.9.1 Soit E un K-espace-vectoriel de dimensionn et B une base de E . Une famille (uq, . .., uy,)
de n vecteurs de E est une base de E si et seulement si la matrice carrée Mg(uy, ..., u,) dont les colonnes
sont les coordonnées dans la base B des vecteurs (uy, ..., u,) est inversible.
Exemple : Soit £ un R-espace-vectoriel de base B = (e, e5). Considérons les vecteurs u; = e; + 2es et

ug = €1 + 3ea. Montrer que la famille (u1, us) est une base de E.
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Méthode 1 : Comme dimg £ = 2, il suffit de montrer que la famille (u1,us) est libre (voir corollaire 3.7.5).
Soit a,b € K tels que au; + buy = 0. Les coordonnées de au; + buy dans la base B écrites en colonnes sont :

(3)e(3)- ()

Ainsi, auy + buy = 0 équivaut au systeme d’équations lindires homog‘enes :

a+b = O (El)
(+) [2a+3b =0 (B ,

ou encore au systeme triangulé :

() [a—l—b =0 (F)
b == 0 (E2—2E1) 5

On en déduit a = b = 0 et donc que la famille (ug, us) est libre. C’est donc une base E.

Méthode 2 : La matrice carrée dont les colonnes sont les coefficients de u;, us dans la base B est :

MB(U17U2) = ( ; ?1) >

Son déterminant est 1. Cette matrice est donc inversible et (uq,uy) est une base de E.

Exemple (variante) : Soit les vecteurs v; = (1,4) et v, = (1,5) de R% Montrer que la famille (vy,v5) est
une base de R2.

A un détail pres, il s’agit du méme exemple que le précédent. En effet, dire que v; = (1,4) et vy = (1,5),
c’est dire que dans la base canonique ((1,0),(0,1)) de R?, les coordonnées de vy et vy sont respectivement
(1,4) et (1,5).
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Méthode 1 : Comme dimg R? = 2, il suffit de montrer que la famille (v1, v2) est libre (voir corollaire 3.7.5).
Soit a,b € K tels que au; + bus = 0. En colonne :

B 1 LY [ a+b
avl+bvg—a<4>+b<5>—<4a+5b>

Ainsi, av; + bvy = 0 équivaut au systeme d’équations linéaires homogenes :

4a+5b = 0 (Es)
ou encore au systeme triangulé :

(+) [a—i—b = 0 (B
b = 0 (Ey—4E1)

On en déduit a = b = 0 et donc que la famille (v, v5) est libre. C’est donc une base E.

Méthode 2 : La matrice carrée dont les colonnes sont les coefficients de vy, vo dans la base canonique de R?

est :
1 1
M(’Ul,vg)_<2 3>

Son déterminant est 1. Cette matrice est donc inversible et (v1,vq) est une base de E.

3.10 Coordonnées d’un vecteur dans des bases différentes

Soit E un K-espace-vectoriel de base B = (ej, ey, ..., e,) dite ancienne base. Donnons nous une autre base
B = (€},¢éh, ..., ¢e),) dite nouvelle base et supposons connues les coordonnées des vecteurs de la nou-

rn

velle base B’ dans ’ancienne base B .
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Soit (ayj, ..., an;) les coordonnées de e} dans la base B, de sorte que :
/
€; = G1,j€1 F -+ anjp

Définition 3.10.1 (matrice de passage de la base B a la base B') Soit B = (e1, ea,...,¢e,) et B' = (€], €5, ..., €)

rn

deuz bases d’un K-espace-vectoriel E. Appelons matrice de passage de la base B a la base B’ la matrice carrée

P = Mg(ey,...,e,) dont la j-éme colonne est constituée des coordonnées de € dans la base B.
aii ... Qg
P = Mg(e,,....e) = asi ... a%’n
Qpn 1 anm

Nous avons vu a la proposition 3.9.1 que la matrice P est inversible.

question 1 : Si u est un vecteur de £ de coordonnées (X, ..., X,) dans la nouvelle base ', quelles sont ses
coordonnées (z1, ..., x,) dans ancienne base B ?

Suivant la proposition 3.6.2, les coordonnées de u = X;e} + - + X, e/, dans la base B écrites en colonnes sont :

a1, a an a1 Xy + -t a X+ ar X, X,
Xo| b X X | = 3 =P
n, 1 [y U U1 X1+ j X+ ap Xy X,
Ainsi, nous obtenons :
I X
: =P :
T X,
Question 2 : Si u est un vecteur de F de coordonnées (z1,...,x,) dans 'ancienne base B, quelles sont ses
coordonnées (X7, ...,X,) dans la nouvele base 5" 7
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Réponse 1 : D’apres la question précédente, les coordonnées (Xi, ..., X, ) de u dans la nouvelle base B’ sont
I'unique solution du syseme de n équations linéaires :

a1 Xy + -t a X+ FaeX, = 1

an,le + -+ an,ij + -+ an,an = In

I1 suffit de résoudre le systeme %, par exemple en suivant ’algorithme donné au chapitre 3.

Réponse 2 : D’apres la question précédente, comme la matrice P est inversible, les coordonnées (X1, ..., X,)
de u dans la nouvelle base B sont :
X1 T
: =p! :
X Tn

Il reste & calculer P!, ce qu’on peut faire en utilisant les méthodes ou 'algorithme donnés au chapitre 4.

En particulier, si on prend u = e;, ses coordonnées dans ’ancienne base B sont (0,...,1,...,0) ott le 1 est
placé a la j-eme place. Ainsi, les coordonnées de e; dans la nouvelle base B’ sont :
0
P11 , ou 1 est sur la ligne j

qui n'est autre que la j-eme colonne de P!, Ainsi, P~! n’est autre que la matrice dont la j-éme colonne est
constituée des coordonnées de e; dans la base B’ :

P_leB/(el,...,en)

Résumons une partie de cette étude en une proposition :
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Proposition 3.10.2 Soit B et B' deux bases d’un K-espace-vectoriel E de dimension n. Désignons par P la
matrice de passage de la base B a la base B'. Soit u un vecteur de coordonnées (x1,...x,) dans la base B et
soit (Xi,...Xy) les coordonnées de u dans la base B, alors on a :

T X1 Xl T
Ll=r| o et Lo =P
xn X’VL X’VL xn

La matrice, P~1 est la matrice de passage de la base B' a la base B.
Exemple : Soit F le R-espace vectoriel de base B = (e, ez). Soit €] = e1 + 2ey et € = e; + 3ey, nous avons
vu que B’ = (€], €}) est une base de E. Si (21, x2) sont les coordonnées d'un vecteur u d eE dans la base B,
quelles sont ses coordonnées (X7, X5) dans la base B ?
La matrice de passage de la base B a la base B’ est la matrice :
11

Son inverse s’obtient suivant la chapitre 7?7 en calculant le déterminant et la comatrice de P. On Obtient :

e
()% ) ()= (%)

Ainsi :
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4 Sous-espaces vectoriels

4.1 Introduction

Si E est un K-espace vectoriel de dimension n, nous commencgons par observer que tout sous-espace vectoriel
F' de E est de dimension inférieure ou égale a n et que si dimgF' = dimg F, c¢’est que F' = E.

Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B. Soit F' un sous-espace vectoriel de F engendré par une

famille (uq,...,u,) de E, autrement dit F' = Vect(us,...,u,). A partir de la matrice Mp(uy,...,u,) dont
les colonnes sont les coordonnées des vecteurs u; dans la base B, nous donnons un algorithme pour calculer
la dimension de F' appelée aussi rang de la famille (uy,...,u,). Cet algorithme construit en fait une base

échelonnée de F relativement a la base B.

Soit ' un K-espace vectoriel de dimension n. Soit * un systeme de m équations linéaires homogenes
de n variables a coefficients dans K. Nous pouvons observer facilement que le sous-ensemble de E formé
des vecteurs dont les coordonnées dans la base B sont solutions de * est un sous-espace vectoriel E. Nous
montrons inversement que tout sous-espace vectoriel F' de E est en fait formé des vecteurs de E dont les
coordonnées dans la base B sont les solutions d’un systeme équations linéaires homogenes de n variables.
Nous appelons un tel systeme un systeme d’équations de F' relativement a la base B. Si F' est engendré par
une famille (uy,...,u,) de E, nous montrons comment déterminer un systeme d’équations de F' relativement
a la base B a l'aide de la matrice Mp(uy, ..., u,).

Si F' est donné par un systeme de générateurs, il est facile de déterminer des vecteurs de F'. Ils sont
en effet "paramétrés” par la famille génératrice. Par contre, si F' est donné par un systeme d’équations, il
est facile de vérifier si un vecteur de E est dans F. L’idéal est donc de disposer a la fois d’un systeme de
générateurs d’'un sous-espace vectoriel et d'un systeme d’équations. Les algorithmes du chapitre 1 et de ce
chapitre permettent justement de passer d'une présentation a ’autre.

La somme de deus sous-espaces vectoriels F' et G d'un méme espace vectoriel E est ’ensemble des sommes
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des vecteurs de F' et des vecteurs de G. C’est un espace vectoriel noté F'+ G. Nous montrons la formule :
dimk (F + G) = dimk F + dimg G — dimk (' N G)

La somme F + G est dite directe si F' NG = {0}. Tout vecteur de F + G se décompose alors de fagon
unique commme somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de G. On note alors F & G la somme de F
et GG. On dit que F et GG sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F si E = F & G . Dans ce
cas, tout vecteur de E se décompose de facon unique commme somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de G.

Objectif Soit E et un espace vectoriel muni d'une base B et uy,...,u, des vecteurs de .
e Savoir déterminer a I'aide de Mp(uy, ..., u,) une base échelonnée de F' = Vect(uq,...,u,) et donc le
rang de la famille (uq,...,u,).

e Savoir déterminer a l’aide d’'une base échelonnée de F' un systeme d’équations de F' relativement a la
base B.

e Savoir montrer en petite dimension que deux sous-espaces vectoriels sot supplémentaires. Dans ce cas,
savoir préciser la décomposition d’un vecteur de £ en somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de G.

Dans ce cours, K désignera toujours soit 1’ensemble QQ des nombres rationnels, I’ensemble R des nombres
réels, ou '’ensemble C des nombres complexes. ou plus généralement ce que les mathématiciens appelent un
corps commutatif.

4.2 Sous-espaces vectoriels et dimension

Proposition 4.2.1 Soit F' un sous-espace vectoriel non réduit a zéro d’un K -espace vectoriel E de dimension
n. Alors, F' admet une base et dimg (F') < n.

Preuve : Observons les deux points suivants.
1) Soit u un vecteur non nul de F'. Suivant la remarque 3.7, la famille (u) réduite au seul vecteur u est alors

libre.
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2) Supposons construit une famille libre (u4,...,u,) de vecteurs de F' qui ne soit pas une base de F. Soit
alors, u,+1 € F' qui ne soit pas combinaison linéaire de uy, ..., u,. Il en résulte (voir preuve de la proposition
3.7.7) que la famille (uy,...,uy11) est une famille libre de vecteurs de F'.

Suivant ces deux remarques, si F' n’admettait pas de base, nous construirions une famille libre de strictement
plus de n vecteurs. C’est impossible, car toute famille de strictement plus de n vecteurs de E est liée. Ainsi,
F admet une base. Cette base est une famille libre de vecteurs de E. Elle a donc moins de n éléments et
dimk (F) < n.

Proposition 4.2.2 Soit F' un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E de dimension n.
dimg (F) =dimg (F) <= F=EFE

Preuve : Supposons dimg (F) = n. Les vecteurs de B forment donc une famille libre de de n vecteurs de
E. Suivant le corollaire 3.7.5, B est une base de E. Ainsi, tout vecteur de E est combinaison linéaire des
vecteurs de B, donc de F. Ainsi, £ C F et E = F. Inversement si £ = F', les dimensions e I et F' sont bien
égales.

Corollaire 4.2.3 Soit F, et Fy deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E de dimension n.
EiCFEy et dimk (El) = dimg (E2> <— Fki =F,

Preuve : En effet, E; est un sous-espace vectoriel de E contenu dans le sous-espace vectoriel Ey de E. C’est
donc un sous-espace vectoriel de Es. Il reste a appliquer la proposition 4.2.2.

Soit maintenant £ un K-espace vectoriel et uy, ..., u, des vecteurs de E. Le sous-espace F' = Vect(uy, ..., u,)
est par définition engendré par la famille (uy,...,u,). Sa dimension est donc inférieurea p.

Définition 4.2.4 Soit & un K-espace vectoriel et uy, ..., u, des vecteurs de EJ. Nous appelons rang de la
famille (uy, ..., u,) Uentier :

rg(u, ..., up) = dimg Vect(uy,...,uy) < p
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Remarque 4.2.5 Soit £/ un K-espace vectoriel et uy, ..., u, des vecteurs de .

rg(ug,...,uy) =p <= (w,...,u,) base de Vect(us,...,u,)
<= (uq,...,up,) famille libre
Preuve : Posons F' = Vect(uy,...,u,).
Comme F est par définition engendré par ug,...,u,, les assertions (uy,...,u,) base de F' et (uy,...,u,)

famille libre sont équivalentes.

Si le rang de la famille (uq,...,u,) est p, c’est que F est de dimension p. Ainsi (ug,...,u,) est une famille
génératrice de F' ayant le méme nombre d’éléments qu'une base de F', ¢c’est donc une base de F.

Inversement si (ug,...,u,) est une base de F, ¢’est que p est la dimension de F' et donc rg(us, ..., u,) = p.
Remarque 4.2.6 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et uy,...,u, des vecteurs de E.

rg(uy, ..., up) =n <= Vect(uy,...,u,) = F

Preuve : Sirg(us,...,u,) = n, c’est que Vect(uy,...,u,) est un sous-espace vectoriel de E de dimension

n. Il résulte de la proposition 4.2.2 que Vect(us,...,u,) = E. Inversement, si Vect(uy,...,u,) = E, la

dimension de Vect(uy,...,u,) est n, donc rg(uy, ..., u,) = n.

Remarque 4.2.7 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et n vecteurs uq,...,u, de E.
rg(ug,...,uy) =n <= (U1,...,u,) basede F

Preuve : Cette remarque résulte par exemple des remarques 4.2.6 et 4.2.5.
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4.3 Algorithme pour déterminer une base d’un sous-espace vectoriel

Dans cette sous-section, E désignera un K-espace vectoriel F. Nous supposerons E muni d'une base
B = (61,62, ceey en).

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Supposons F' donné par un systeme de générateurs dont les
coordonnées dans la base B sont connues. Nous nous proposons de donner un algorithme qui fournira
une base de F. En particulier, cette algorithme donnera le rang d’une famille de vecteurs donnés par leurs
coordonnées dans la base B et une base du sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs de cette famille.
Cet algorithme sera une nouvelle fois tres semblable a I'algorithme de résolution d’un systeme d’équations
linéaires ou d’échelonnage d’une matrice. Nous procéderons cette fois ¢i sur la matrice dont les colonnes seront
les coordonnées dans la base B des vecteurs du systeme de générateurs de F' et nous jouerons avec ses colonnes.

Notation 4.3.1 Soit u un vecteur non nul de E de coordonnées (ay,as,...,a,) dans la base B. Nous ap-
pellerons ordre de u relativement a la base B [’entier :

vg(u) =1inf {i € {1,...,n}, tel que a; # 0}

L’ordre de u est autrement dit [’ordre de la premiére coordonnée non nulle de u. Nous dirons qu’une famille
Uy, ..., u, de vecteurs non nuls de E est échelonnée par rapport a la base B sivg(u1) < vg(ug) < --- < vg(u,).

S’il n’y a pas d’ambiguité sur la base B, nous écrirons plus simplement vg(u) = v(u).

Lemme 4.3.2 Une famille de vecteurs de E échelonnée par rapport a la base B est une famille libre.
Preuve : Soit (uy,...,u,) une famille de vecteurs de E échelonnée par rapport a la base B. Soit \; € K, tel

que :
(%) Aur+--+Au, =0

71



Notons £ l'ordre de u; dans la base BB et ay ;, # 0 la k-ieme coordonnée de u; dans la base B. Comme la famille
de vecteurs (uq,...,u,) est échelonnée par rapport a la base B, la k-ieme coordonnée de Ajuq + - - + Ayu,
dans la base B est Aja; ;. L'égalité * donne A\ja;, = 0. D’ou, A\; = 0. Itérons, nous obtenons que tous les \;
sont nuls et la liberté de la famille uy, ..., u, .

Lemme 4.3.3 (Lemme d’échange) Soit uy,ug,...,u, € E et (uj,uy,...,u,) la famille de E déduite de
Ui, ..., U, par une succession d’opérations sutvantes : permutation de deux vecteurs, multiplication d’un
vecteur par un scalaire non nul ou soustraction a un vecteur d’une combinaison linéaire des autres. Alors,
nous avons :

a)  Vect(uy, uy, ..., u,) = Vect(uj,uj, ..., up) ,
b)  (u,ug,...,up) famillelibre <= (uj,uy,...,u,) famille libre
c) (up,ug,...,u,) basede B <= (uj,uy,...,u,) basedeE .
Preuve : Nous allons montrer le lemme dans le cas
Uy = Uy, Uy = U s %71 = Up—1, U;:up_%lh—’72U2—"'—’Yp—1up—1 )
ol les pour v; € K.
Montrons a). Si u € vect(uy,uy, ..., u,), il existe Aj,..., A, tels que :

u=Muy + -+ A,
Il en résulte :
U= )\11/1 +---+ )\pugy = Nuy + -+ )\p—lup—l + )\p(up — 71U1 — YU — - — Vp—lup—l) .

Nous en déduisons :
u= (A — /\p'Vl)ul +oeee (/\p—l - >‘p'7p—1)up—1 + Apup
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Donc, u € vect(uq,ug, ..., u,). Cela montre 'inclusion :

!/ / !/

vect(uy, uy, . .., u,) C vect(ug, ug, ..., up)

Mais, nous avons également :
Uy = U Up_1 = U, 1, Uy = U, +yuf + -+ w, o ==u, — (—y)ul + - — (—vp_1)u
1=Up s oy Up1 = Uy 1, Up = Uy T V1Uy Vp—1Up_1 == Uy, Y1)uq Yp—1
Nous obtenons par la raisonnement précédent I'autre inclusion et 'identité atendue :
/ / /

vect(uy, g, - . ., up) = vect(uy, Uy, . . ., u,)

Montrons b). Supposons la famille (uy,us, ..., u,) libre. Soit Aq,...,\, des scalaires tels que

Ay -4 A, =0

=~

-1

D’ou, \juj+-- -+/\pu; = (M—7Ap)ur+ -+ (A1 —Yp—1Ap)Up—1+Apu, = 0. Comme la famille (uq, ug, .

est libre, on en déduit : A\ =y Ay = = A1 —Yp_1A, = A, = 0. Ilenrésulte : \, =\,_1 =--- =X =0. La
famille (u},uy, ..., u;) est donc libre. La réciproque se montre de méme en utilisant I'expression de u; ..., u,

a l'aide des uj.

Montrons ¢ ) Il se déduit de a) et b), puisque (uq,us,...,u,) base de E équivaut a (uy,us, ...

libre et vect(uy, ua, ..., u,) = E.

Notons également que si on ajoute des vecteurs a une famille génératrice, elle reste génératrice et si on enleve

les vecteurs nuls d’une famille génératrice, elle reste génératrice.

Notation 4.3.4 Soituy,us, ..., u, des vecteurs de E et F' = Vect(uy, ua, . .., u,). Désignons par Mp(uq, ug, . ..

la matrice dons la j-éme colonne est formée des coordonnées de u; dans la base B.
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Détaillons I'algorithme qui précisera a partir de Mp(uy, us, ..., u,) une base échelonnée de F relativement a

la base B.

Etape 1 : Quitte & enlever les vecteurs nuls de la famille (uy,us,...,u,) ou & permuter ces vecteurs, nous
pouvons supposer les u; sont non nuls et v(uy) < v(ug) < -+ < v(u,).

Etape 2 : Posons d = v(uy). Les d — 1 premieres lignes de Mpg(uq,us, . .., u,) sont alors nulles. Notons a4
la d-eme coordonnée de w; dans la base B. Par définition de v(u;), agy est non nul. On peut poser :

(2) (2) d,2

a
2 dp
Uy = Uy, Uy = U )

. ul? = Up — —— U
Qd1

Qd 1

D’apres le lemme 4.3.3, nous avons toujours : F = Vect(ul , ug), cee “1(72))' La premiére colonne de la matrice

Mpg (u&Q), (2 ), . ,u](f)) est la méme que la premiere colonne de Mp(uy,ug,...,u,) et pour j > 2, la j-eme
colonne de MB(ugz), u§2), . ,u](f)) est la différence de la j-eme colonne de Mp(uy,us, ..., u,) et de aq;/aq1
fois sa premiere colonne. Par définition des aq;, on obtient que pour j > 2 : v(u§2)) > d. Ainsi, quitte a

supprimer les vecteurs nuls de la famille (ugz), ug), e ,uz(,z)) et a permuter ces vecteurs, on peut supposer :

F = Vet(uy”, w5, ... u)) et d=v(u?) <o(w?) <o(ws?) < <o)

Y p2 — —

oll po est un entier inférieur ou égal a p.

Etape k : F = Vect(u1 bl ,ul)) ol pp < pp_y et v(ugk)) < < U(u,gk)) < v(u,gle) << w(ul).

Pk
De plus, les ug ) s ‘expriment comme combinaisons linéaires des vecteurs g, ug, . . . , .

(k) (k)
1

S T S s

k
MB(ug),ug),...,uI()i)): L :
;) o,

Lo Unp(k)
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N ’ . «7. k . k
Passage a I’étape suivante : Utilisons u,(c) pour faire monter I'ordre des vecteurs U;(C +)1, .. .u}(,’Z). Posons

d= v(ugf)) et a((f,z la d-eme coordonnée de ugf) dans la base B. Notons :

(k) (k)

(k+1) _ (k) (k+1) _ (k) (k+1) _ (k) Qa1 (k) k+1) _ , (k dp; , (k)
Ui = UL s W D =W Uy = Uy — U ul ) = () — G
Qg i Qg i
Nous avons F = Vect(ugkﬂ), uékﬂ), o ,u;’z“)). Il reste a enlever les vecteurs ugkﬂ) qui sont non nuls et a
ordonner la famille obtenue. On obtient :
. k+1)  (k+1 . k41 k+1 k+1
Etape k+1 : F = Vect(u{*™, uf™™ ... ,ulftl) ol vy << oY) <o) < < o(uftD)
et pri1 < pr . De plus par définition, les ug-kﬂ) s’expriment comme combinaisons linéaires des vecteurs
U, U2y« v vy Up.
Ainsi, en moins de n étapes, on arrive a : F = Vect(ugl), ugk), e v“z(le)) ou la famille ugl), e ,ug) est une famille

()
J
vecteurs uy, g, . .., u,. D’apres le lemme 4.3.2, la famille (ugl), e 7“1(:?) est donc libre. Elle engendre F. C’est

donc une base de F. En particulier dimg F' = rg(uy, ..., u,) = p.

de p; vecteurs échelonnée par rapport a la base B et ou les u;’ s’expriment comme combinaisons linéaires des

Si g < p, la famille (uy,uo, ..., u,) n'est pas libre et 'algorithme donne p — p; combinaisons linéaires non
triviales des uy, uo, ..., u, égales au vecteur nul.

Suivant la remarque 4.2.5, p; = p équivaut a (uq,...,u,) famille libre ou encore (uy,...,u,) base de F.

Exemple 1 : Notons £ = R3 et B = (e1, es, €3) la base canonique de R? :
er = (1,0,0),e5 = (0,1,0), e5 = (0,0,1)

Soit u; = (2,1,0),us = (—1,2,1),us = (3,4,1),uy = (0,5,2). Notons F' le sous-espace vectoriel Vect(u, uz, uz, uy)
de E. Déterminons une base de F'.
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Etape 1 : Puisque (a, b, c) sont les coordonnées de (a, b, ¢) dans la base canonique de R?, nous avons d’une
part : v(uy) = v(uz) = v(uz) < v(uyg). D’autre part, la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de
(u1, us, u, us) dans la base canonique de R? est :

2 -1 3 0
Mg(uy,ug,uz,ug) = 1 2 45 . F = Vect(uy, ug, us, uy)
0O 1 1 2

Etape 2 : Nous utilisons u; pour faire monter 1'ordre des vecteurs suivants :

uy =uy uh=us+ (1/2)uy vy =wus— (3/2)u; uy = uy
2 0 0 0
MB(“&’ U/Q,Ug, uil) = 1 5/2 5/2 5 ) F= VeCt(ulhu/Qa U’f%uil) :
0 1 1 2

On a v(u)) < v(uy) = v(ug) = v(uf).

Etape 3 : Nous utilisons uf, pour faire monter l'ordre des vecteurs suivants :

Ma( o) = |7 ) 8 8 C P = Veet(uf, u, o uf)
0 1 0 0

2 0
Mp(uf,uy) = ) 5/2 . F = Vect(uf,uy) .
0 1

L’algorithme est terminé et la famille (uf = 2e; + ey = (2,1,0),uy = (5/2)es + €3 = (0,5/2,1)) est donc une
base de F' échelonnée relativement & la base canonique de R?. Remarquons que :
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(2,1,0) = uf = 4} = U
(0,5/2,1) = wuy = uf = us+ (1/2)uy
0 = vy = uy—uh=us— (3/2u; — (ug + (1/2)uy) = uz—us —2uy
0 = ] = u}j—2uh=uys—2(us+ (1/2)uy) = uy—2uy —uy

En conclusion, 1'algorithme nous permet d’affirmer que ((2,1,0) = uy,(0,5/2,1) = us + (1/2)uy) est une
base de F'. Il donne les relations 0 = ug — us — 2uq et 0 = uy — 2us — uq entre les vecteurs uq, ug, ug, Uy.

Exemple 2 : Considérons F un K-espace vectoriel de dimension 4 et B = (ey, €2, 3, €4) une base de E.
Soit u1 = e —eg+ey, us = 2e1+eg+4es+5ey, uz = e1+2ep—4es—2ey, uy = 2e1—3eg+4es+5ey, us = e1+eatey.
Notons F' le sous-espace vectoriel Vect(uy, ug, us, uq, us) de E. Déterminons une base de F.

Etape 1 : Nous avons : v(u) = v(us) = v(ug) = v(ug) = v(us).

1 2 1 2
-11 2 -3 1

0 4 -4 4 0 ’
1 5 =2 5

—_

MB(ul,UQ,Ug,U4,U5) = F= veCt(u17u27u37u47u5)

—_

Etape 2 : Nous utilisons u; pour faire monter 1'ordre des vecteurs suivants :

U =up Uy =uUp — 22Uy uh=uUz— Uy Uy =g — 2Uu; U = Uy — Uy

1 0 0 0 0
Mp(uy, uy, ug, wy, ug) = -1 3 3 —1 2
0 4 —4 4 0
1 3 -3 3 0

_ P N
F= VeCt(uh Ug, Us, Uy, U5).

Permutons les vecteurs u; pour simplifier le passage a 1’étape suivante en posant :

(1 _ (1 _ (1 _ (1) _ (1 _
Uy =Up, Uy” =Us, U3 = Uy, Uy = Uz, Uy = Uy



M @ @) (1)

On a toujours F' = Vect(uy ', uy ', us ", uy ,ugl)) et on a : v(ugl)) < v(ugl)) < v(ugl)) < v(ufll)) < U(uél)).

ugl) ugl) ugl)

ORNE

uy’  us
0 0
3 -1
-4 4
-3 3

1 0 0
Mg(ugl),ué),ug),ui),ug)) = -1 2 3
0 0 4
1 0 3
Etape 3 : Nous utilisons ugl) pour faire monter 'ordre des vecteurs suivants : la matrice M, B(ug ), ug ), u:(f), u4 , u5
est :
=i ug? =y =g - 3720wy W =Wl - (3/2)uy” ) = w4 (1/2)uy
1 0 0 0
-1 2 0 0
0 0 4 —4
1 0 3 -3

= Vect(u1 )’ug )auéQ),uf),Ué )) ctona: v(ul (1 )) < v(ul (1 )) < U(ugl)) <

0
0
4
3
v(ui) < v(ug").

Etape 4 : Nous utilisons u( ) pour faire monter 'ordre des vecteurs suivants :
u§3) _ u§2) ugfﬂ) _ u§2) ug3) _ ugf) uf) EC)
1 0 0
Mg(ugg),ug),uég),ui),uf-)?’)) -1 2 0
0 0 4
1 0 3

F = Vect(u1 ),ug ),ug?’),uf’),ué )) et on a: v(ug?’)) < v(ugS)) < v(ug)’)) et uf) =u¥ =0.
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u =uy us =uy Uy = ug
1 0 0
MB(ugg), ugg),ug?’)) = -1 2 0
0 0 4
1 0 3

F = Vect(u?), us?, u:(),?’)) et on a : v(ug?’)) < v(ug?’)) < v(ugf’)).

L’algorithme est terminé et (uf'), ugg), u:(;’)) est une base de F'. Ainsi,

(Ug?))’ U53)7 U:(as)) = (61 — €9 + ey, 269, 4e3 + 364)

est une base de F' = Vect(uy, ug, us, uyg, us). En particulier, la famille (uy, ug, us, w4, us) est de rang 3.
En suivant les calculs, nous obtenons les relations :

Ug + Uz — 3us = —2uy + ug — ug + 2us =0

4.4 Algorithme pour déterminer les équations d’un sous-espace vectoriel

Dans cette sous-section, F désignera un K-espace vectoriel muni d’'une base B = (eg,ea,...,€,).

Nous rappelons que si u = aje; + -+ - + ape,, ou les a; € K, nous avions noté (définition 4.3.1) :
v(u) =inf{i € {1,2,...,n} tel que a; # 0}

Considérons le systeme linéaire homogene de m équations linéaires a n inconnues.

Ty + a1 T+ -+ ar, = 0
(*) a2,121 + A22T2 + -+ A2 nTn =0
Am,1T1 + Am,2T2 +- AmnLn = 0
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ot les a; ; sont des éléments de K.

Notons F' le sous-ensemble F' de E constitué des vecteurs de F dont les coordonnées dans la base B sont
solutions du systeme *. Soit u et v sont dans F' et A € K. Soit X et Y les les coordonnées de u et v dans la
base B. X et Y sont donc des solutions de . Comme les solutions de * forment un sous-espace vectoriel de
K", X +Y et AX sont solutions de *. Or, les coordonnées dans la base B de u 4+ v et Au sont X +Y et A\X.
Ainsi, u + v et Au sont dans F. Et donc, F' est sous-espace vectoriel de E.

Remarque 4.4.1 Le sous-ensemble F' de E formés des vecteurs dont les coordonnées dans une base B de E
vérifient un systéme d’équations linéaires homogenes est un sous-espace vectoriel de E. Nous disons que ce
systeme est un systeme d’équations de I relativement a la base B.

Plus généralement, définissons ce qu’est un systeme d’équations d’un sous-espace vectoriel relativement a une

base B.

Définition 4.4.2 Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (e, es,...,e,) et F' un sous-espace
vectoriel de E. Nous appelons systeme d’équations de F relativement a la base B un systéme homogene
d’équations linéaires a n variables dont les solutions sont exactement les coordonnées des vecteurs de F'.

Exemple : Soit E un K-espace vectoriel de dimension trois et 5 = (e, e, e3) une base de E. Le sous-espace
vectoriel F' = Vect(e; + ez + e3) admet le systeme homogene :

ry — X2 =0
172—373:0

(%)

comme systeme d’équations relativement a la base B . En effet, il est clair qu'un vecteur de coordonnées
(21, 22, x3) dans la base B appartient a F si et seulement si ses coordonnées sont égales, ce qui se traduit bien
par :

1’1—1‘2:1'2—{['3:0

Considérons B’ = (e; + €3 + €3, €9, e3). C’est une autre base de E. Nous constatons alors qu'un vecteur est
dans F' si et seulement si ses deuxieéme et troisieme coordonnées dans la base B’ sont nulles. Le systeme
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d’équations linéaires x5 = x3 = 0 est donc systeme d’équations de F' relativement a la base B’. Cet exemple
illustre la fait qu’'un systeme d’équations d’un sous-espace vectoriel relativement a une base dépend beaucoup
de cette base.

Proposition 4.4.3 Soit E un K -espace vectoriel de dimension n muni d’une base B = (e1, e, ..., e,). Tout
sous-espace vectoriel F' de E admet un systeme d’équations relativement a la base B formé de n — dimg F
équations linéaires homogénes a n variables.

Preuve : D’apres la proposition 4.2.1, F' admet une base. En particulier, il existe uy, ..., u, des vecteurs de
E ou p < n tels que F' = Vect(uy,...,u,). Nous allons alors expliciter , un algorithme donnant un systéme
d’équations de F relativement a la base B formé de n — dimg F' équations linéaires homogenes a n variables
en fonction de la matrice Mp(uy, us, ..., u,) ce qui établira la proposition.

Lemme 4.4.4 Soit uy,...,u, € E et F = Vect(uy,...,u,). On suppose v(uy) < --- < v(up). Soit u € E de
coordonnées (z1,...,x,) dans la base B. Alors :

u€eF et Ty(ur) = To(ug) = **° = To(uy) = 0 <= u=>0

Preuve : <= Clair, puisque qu'un vecteur de E est nul si et seulement ses coordonnées dans une base sont
nulles.

= Comme u € F, il existe A\1,...\, € K tel que u = A\juy + Aus + - - - + A\pu,. La v(u;)-eéme coordonnée
de u est A\iay(uy),1 O Gy(uy)1 7 0 est la v(uy)-eme coordonnée de u; dans la base B. Comme Ty(uy) = 0, on en
déduit A\ = 0. Itérons, on obtient A\; = --- = A, = 0. Donc, u = 0.

Soit uy, ug, . .., u, des vecteurs de E et F' = Vect(uy, ug, ..., u,). Désignons par Mpg(uy, us, ..., u,) la matrice
dons la j-eme colonne est formée des coordonnées de u; dans la base B. Détaillons 1’algorithme qui
précisera a partir de Mp(uy, ug,...,u,) systeme d’équations de F relativement a la base 5.

En utilisant I’algorithme du paragraphe 4.3, nous pouvons supposer que (u1, . . ., u,) est une famille échelonnée
par rapport a la base B :

v(ug) <v(ug)--- < v(uy)

81



Notons ag4; la d-eme coordonnée de u; dans la base B. Soit u € E et (x1,...,x,) ses coordonnées dans la

base B.

Etape 1 : Nous utilisons u; pour "annuler” la v(u;)-éme coordonnée de w.

x

Posons u!) = u — Mul. Par construction, la v(u;)-eme coordonnée de u(*) dans la base B est nulle. De
av(m),l

plus, comme que u; € F, on a u € F si et seulement si u) € F. Nous noterons (xgl), ..., 21 les coordonnées

de vV dans la base B.

Etape k : Nous disposons d'un vecteur u® de coordonnées (:rgk), ...,z%)) dans la base B vérifiant la con-
S

) _ (k) .

dition z S = L) = 0 et la condition u € F si et seulement si u®*)

v(ur) Uk

Pour passer & 1'étape suivante, utilisons uy,; pour "annuler” la v(ugy1)-eéme coordonnée de u*).

k
Lo(ug 1) k+1)

Posons pour cela uk+D = (k) — u+1. Par construction la v(ug41)-éme coordonnée de ul est

Av(ugy1),k+1
nulle. Comme v(uy11) > v(ug), les v(uy), ... , v(uy)-eme coordonnées de u**1) restent nulles. Enfin, comme

g1 € F, on a u®) € F si et seulement si w1 € F. Ainsi, nous sommes arrivés a 1'étape k + 1 :

k
Lo(upsa

Etape k+1 :  Soit u®tD) = 4®) — Ug4+1 et notons (:ngﬂ), ..., zt#1)) ses coordonnées dans la

a’U(u;H_l),k‘-l—l

k) o= ™D () et nous avons u € F si et seulement si u*+) € F.

base B. Alors, nous avons To(uy) = o(urr1)

[térons, nous arrivons a 1’étape p.

Etape p : Nous disposons d'un vecteur u® de coordonnées (m&p ), ...,zP) dans la base B satifaisant
x%ﬂ) == :EE}ZZZLP) =0 et la condition u € F si et seulement si u® € F.
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La condition u € F équivaut donc a u® € F. Comme
v(ug) < -+ <o(uy)

suivant le lemme 4.4.4, u € F équivaut donc & u® = 0. Ainsi, u € F si et seulement si xg-p ) =0 pour

jed{l,...,n} —{v(w),...,v(u,)}. Comme ces x§p) dépendent linéairement des coordonnées (xq, xa, ..., x,)
de u dans la base B, les équations Ig-p ) = 0 définissent un systeme de n — p équations linéaires homogenes
a n variables. Et u € F si et seulement si les coordonnées (z1, xs, ..., x,) de u sont solutions de ce linéaire

homogene.

Ainsi, notre algorithme donne un systeme d’équations de F' dans la base B constitué de n — p équations
linéaires homogenes a n variables ou p est la dimension de F.

Exemple 1 : E=R* u; = (1,-1,0,1), us = (0,1,0,0), uz = (0,0,4,3). Soit F = vect(uy,us,u3). Nous
nous proposons de donner un systéme d’équations de F relativement & la base canonique de R*.

La famille (uy,us,us3) est échelonnée par rapport a la base canonique de R* : w(uy) = 1, v(up) = 2 et
v(u3) = 3. Soit u de coordonnées (1, x2, x3,z4) dans la base canonique R?. .

Uy Uz U3 U
1 0 0 T
Mg(uy,ug,uz,u) = =1 1 0 a9
0 0 4 =3
1 0 3 Ty
Etape 1:
wy uy ug ud =u— Uy
1 0 0 0
Mpg(uq,ug, uz,u —xyu) = —1 1 0 Ty + 11 couW = — 2 .
0 0 4 X3
1 0 3 Ty — X1



Nous avons u € F équivaut a u") € F.

Etape 2:
ur uy uz ut — (zy + 21)uy
1 0 0 0
Mp(uy, ug, ug, u — (zg+z)us = | =1 1 0 0 cou® =uW — (24 1)Uy
0O 0 4 T3
1 0 3 T4 — T1

Nous avons : u? = uV) — (zy + 21 )uy = u — 21Uy — (22 + 21)uy et u € F équivaut a u® € F.

Etape 3:
up uy uz u® =u® — (w3/4)us
1 0 O 0
M[g(U,l, U2, U3, U(Q) - (.T3/4)U3) = -1 1 0 0 y U(g) = U(Q) — (I3/4)U3 .
0 0 4 0
1 0 3 1'4—1‘1—(3/4)1‘3

Nous avons : u® = u® —(x3/4)uz = u—x1u; — (29 +21)us — (13/4)us, Les v(uy)-eme, v(uy)-eme et v(uz)-eme
coordonnées de u® sont nulles et v € F équivaut a u® € F.

L’algorithme est terminé. Le vecteur u de coordonnées (xy, x3, x3,74) dans la base canonique R* est dans
F si et seulement si u® = 0. Donc, si et seulement si

xy —x1 — (3/4)x3 =0
C’est le systeme d’équations linéaires cherché. De plus, nous notons que si u € F, u®® =0 et :
u=x1u; + (T2 + z1)us + (r3/4)us

84



4.5 Intersection et somme de sous-espaces vectoriels

Dans cette section, F désignera un K-espace vectoriel.

Définition 4.5.1 (somme de deux sous-espaces vectoriels) Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E.
Notons :

F+G={u+v;ueFetveG} CE
Alors, F + G est un sous-espace vectoriel de E appelé somme de F' et de G.

Preuve : Comme Og € F et 0g € Get Og = 0g+0g, on a0 € F+G. Ainsi, F+G est un ensemble non vide.

Soit wy, ws € F + G. Par définition, il existe uy,us € F et vy, v € G tels que wy = uy + vy et wy = ug + vs.

Nous avons alors :
wy +we = (ug +v1) + (us +v2) = uy + vy + ug + vo
= (u1 + UQ) + (’Ul -+ Ug)

Or, u;+us € F, car I’ est un sous-espaces vectoriel de E et de méme vy +vy € G. Il en résulte w;+wy € F+G.

Soit w € F+ G et A € K. Par définition, il existe u € F et v € G tels que w = u + v. Ainsi,
Aw = AMu+v) = Au+ dv. Comme M\u € F et lv € G (stabilité de F' et G par multiplication par un
scalaire), nous obtenons Aw € F + G.

Ainsi, F'+ G est un sous-espace vectoriel de F.

Définition 4.5.2 Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de . Nous disons que la somme F+ G est directe
si tout w € F 4+ G s’écrit de facon unique w = u + v avec u € F et v € G. Cette somme est alors notée
Fod.

Proposition 4.5.3 Soit ' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

F + G estdirecte <— FNG={0g}
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Preuve — : Soit u € FFNG. Nous remarquons que O = 0p+0g = u+(—u). Or, Op,u € F et Op,—u € G.
Comme la somme F'+ G est directe, nous obtenons : O = u et 0 = —u. Ainsi, u = 0g. Donc FNG C {0g}.
Comme O € F'N G, nous avons finalement F NG = {0g}.

<—: Soit w € F'+ G et w = uy +v1 = uy + vy deux décompositions de w comme somme d’un vecteur de F’ et
d’un vecteur de G (c.a.d. uj,us € F, vy,v9 € G). Il en résulte us —uy = vy —vy. Or, ug—uy = ug+(—uy) € F
et de méme v; — vy € G. Ainsi : uy —u; = v — vy € FNG. Done, us — up = v; — v9 = 0. Donce, u; = uy et
V1 = V.

Définition 4.5.4 Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
e Tout élément w € E s’écrit de facon unique w =u+v avecu € F et v € G.
e F=FpG
e E=F+4+GetFNG={0g}.

Nous disons alors que F' et G sont supplémentaires dans E.

Lemme 4.5.5 Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de dimension finie. Soit

(é1,...,6e.) une base de F'NG. Complétons (ey,...,e.) en (e1,... e, frr1,..., f1) base de F et complétons
(e1,...,€r) en(e1,...,r,Gri1,s---,9m) base de G. Alors, (e1,... €, fraty- -y iy Grits- -+, gm) €st une base de
F+aG.

Nous convenons de prendre (eq,...,e,.) égal a ’ensemble vide si F'N G est réduit au vecteur nul.

Preuve du lemme : Montrons que (eq,..., e, fri1,---, fi, Grs1y- -+, gm) engendre F'+ G. Soit z € F + G,
Par définition = s’écrit x =y + z avec y € F et z € G. Comme (e, ..., €, fri1,--., 1) est une base de F, y
s’écrit :

y=yier +- oty +yrpifitotyeafi on y; €K
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Comme (€1, ...,€r,Gr11,---,9m) €st une base de G, z s’écrit :
z=ze1+ A+ e+ L1t o F Zamgm O 2 €K
Il en résulte :
r=y+z=tz)eat+ -+ +z)etyfit o FYafit ze91 o ZeimGm

Ainsi, tout z € F'+ G est combinaison linéaire des vecteurs (€1, ..., €r, fraty-- -y f1s Grits- - Gm)-

Montrons maintenant que la famille (ey, ..., eq, fri1, .-, fiy Grit, - - -, gm) est libre. Soit x;, y;, z; € K tels que :
zier+ -t xe i+t ufitzg+ o+ Zngm = 0g

11 en résulte

ey + ot xe+yifit ot yfi=—zng— 0 — zmgn € FNG
Ainsi, il existe \; € K tels que
—21 = = Zmfm = Arer+ o+ Al

D’ou :

)\161—|—"'+)\T€r+21g1+"'+2mgm:OE
Comme (€1, ...,€r,Gri1,---,Gm) est une famille libre, nous en déduisons que les z; sont nuls. Il vient alors :

riey + -+ xe +yifit o+ ufi=0g
Comme (e, ..., €, f1,..., fi) est une base de F', il vient : 1 = --- =z, =y; = --- = y; = 0. Cela montre
que la famille (eq,...,eq, frats-- -y f1sGrits- -+, gm) €st libre.

En particulier, si la somme de F' et de GG est directe, une base de F' & G s’obtient par la réunion d’une base
de F' et d’une base de G.

Comme conséquence directe du lemme, nous obtenons :
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Proposition 4.5.6 Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.
On a:
dimk (F' + G) = dimgk F + dimk G — dimgk (F N G)

Corollaire 4.5.7 Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels d'un K- espace vectoriel E de dimension finie.
Les trois conditions suivantes sont équivalentes

o I et G sont des sous-espaces supplémentaires de E.

Proposition 4.5.8 Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.
Alors, F et G sont supplémentaires si et seulement si la reunion d’une base de F' et d’une base de G est une
base de E.

Preuve : On a déja vu que si la somme de F et de G est directe, une base de F'&® G s’obtient par la réunion
d’une base de F' et d’une base de G. Cela donne que si F' et G sont supplémentaires une base de E s’obtient
par la réunion d’une base de F' et d’'une base de GG. La réciproque est laissée au lecteur
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5 Applications linéaires

5.1 Introduction

Soit E' et F' deux K-espaces vectoriels. Une application f : E — I est dite linéaire si elle est compatible a
'addition et & la multiplication par un scalaire : pour tout u, v € E et A € K, f(u+v) = f(u) + f(v) et

fu) = Af(w).
Soit alors f : EF — F une application linéaire.

- Si V est un sous-espace vectoriel de E, I'ensemble f(V') des images par f des vecteurs de V' est alors un
sous-espace vectoriel de F. En particulier, ’ensemble des images de tous les vecteurs de E est un sous-espace
vectoriel de F' appelé image de f et noté Im f.

- Si W est un sous-espace vectoriel de F', ’ensemble f~1(W) des vecteurs de E dont I'image par f est dans W
est un sous-espace vectoriel de F. En particulier, ’ensemble des vecteurs de E dont I'image par f est nulle
est un sous-espace vectoriel de E appelé noyau de f et noté ker f.

Si le noyau de f est réduit au vecteur nul et que tout vecteur de F' est image d'un vecteur de E par f,
I’application f est bijective et identifie les vecteurs de E et les vecteurs de F. L’application inverse qui a un
vecteur de F' associe le vecteur de E dont il est I'image est elle méme linéaire.

Lorsque E est de dimension finie, on a toujours :
dimkg F = dimg ker f + dimg Im f

Supposons F munie d’une base B et F' d'une base B’, on appelle matrice de f relativement a ces bases
la matrice dont les colonnes sont les coordonnées dans la base B’ de I'image par f des vecteurs de la base B.
Cette matrice détermine les coordonnées dans la base B’ de I'image par f d’un vecteur par multiplication a
droite par les coordonnées de ce vecteur dans la base B. Une fois fixée les bases, associer a une application
linéaire sa matrice est compatible aux opérations naturelles sur les applications linéaires : addition, multili-
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cation par un scalaire, composition, ...

Une famille d’exemple d’applications linéaires est donnée par les symétries ou les projections associées
naturellement a deux sous-espaces supplémentaires d’'un espace vectoriel.

Objectif
e Comprendre les liens entre matrices et applications linéaires.

e Savoir déterminer la matrice d'une application linéaire dans de nouvelles bases en fonction de sa matrice
dans d’anciennes bases : B = Q 'AP.

e Savoir calculer le noyau et I'image d’une application linéaire en fonction de sa matrice.

e Savoir déterminer une symétrie et une projection vectorielle

Dans ce chapitre, K désignera au choix I'ensemble Q des nombres rationnels, I’ensemble R des nombres
réels, I'ensemble C des nombres complexes ou plus généralement ce que les mathématiciens appelent un corps
commutatif.

5.2 Définitions

Définition 5.2.1 Soit E et F' deux K-espaces vectoriels, une application linéaire de E vers F est une appli-
cation f : E — F vérifiant pour tout u,v € £ et A € K :

flutv)=flu)+ flv) et f(Au)=Af(u)
Si f: E — F est une application linéaire, nous noterons que pour tout u,...,u, € Eet A\q,..., A\, € K :
SOuur + -+ M) = A f(ug) + -+ A f(uy)

Nous noterons aussi que f(0g) = Or et que pour tout u € F et A € K :
fl=u) = —f(u) , f(=2u)=—-\f(u)
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Notation 5.2.2 Nous notons Lx(E, F') l’ensemble des applications linéaires de E vers F et Lx(E) l'ensemble
des applications linéaires de E vers E. Un élément de Lx(FE) est parfois appelé endomorphisme de E.

Commencons par décrire les applications linéaires de K" vers K™.

Soit (@i j)1<i<m1<j<n une famille d’éléments de K. Et A € M,, ,(K) la matrice de terme général a; ; (I’élément
de la i éme ligne et de la j éme colonne de A).

Ecrivons les éléments de K™ et K™ en colonne. Cela revient a identifier K" et K™ respectivement aux ma-
trices ayant une colonne et n lignes et une colonne et m lignes.

Associons a la matrice A, 'application f : K" — K™ définie par :

1 Y1 =011%1 + -+ A1Ty 1
(*) I : =A

L Ym = Qm1T1 + -+ QpnTn L

Il résulte par exemple des propriétés du produit matriciel que cette application est linéaire.

Notons que la matrice A de M., ,(K) est caractérisée par 'application f de K" vers K™. En effet, Si e; est

le j éme vecteur de la base canonique de K", e; = (0,...,0,1,0,...,1) olt le 1 est a la j eme place :
CLLJ‘
flej) =
Qm,j

C’est la j eme colonne de A. Autrement dit, si deux matrices A et B définissent la méme applciation linéaire
de K" vers K™, alors A = B.
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Inversement, si f : K® — K™ est une application linéaire. Soit e; = (0,...,0,1,0,...,1) le jéme vecteur de
la base canonique de K", notons a; ; la i éme coordonnée de f(e;) danns la base canonique de K™. Autrement
dit :
ai;
flej) =
A j

Soit, A € M,,,(K) la matrice de terme général a; ;. Par linéarité :

T aj A1.n
flo: = zif(e) +- +aaf(en) =2 : to Ty
Ty Am,1 Am,n
a1,1%1 + -+ + a1 Ty 1
= : = A
Am 121+ -+ Qpnln Tn

Toutes les applications linéaires de K™ vers K™ sont donc de la forme *. Ainsi, nous avons établi la proposi-
tion suivante :

Proposition 5.2.3 Pour toute application lindire f de K™ vers K™, il existe alors une unique matrice
A= (a;;) € Myun(K) telle que f soit définie par :

1 Y1 = 01121 + -+ + A1 pTy 1
— : =A

Tn ym = am,lxl + te + CLm,nQ?n Tn

Nous verrons que A n’est autre que la matrice de f dans les bases canoniques de K" et K™.
Nous allons maintenant généraliser cette proposition.
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Proposition 5.2.4 Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et B = (eq, ..., e,) une base de E. Soit uy, us, ..., uy,
n vecteurs de E. Il existe une unique application linéaire f : E — F telle que pour tout i € {1,2,...,n}:

f(ei) = Uy

Preuve par "analyse synthese” :

Analyse : Soit f une telle application. Soit x € F et (x1,...,x,) les coordonnées de x dans la base B. Ainsi,
r =z + -+ xne,. Comme f est linéaire, on obtient :

fx) =a1f(er) + -+ xnflen) = xrus + - - + 2pup

L’application f : £ — F est donc nécessairement I'application définie par f(z) = zyu; + -+ + z,u,. ou
(x1,...,2,) sont les coordonnées de = dans la base B. L’application cherchée est donc unique. Il reste a
vérifier que cette application convient.

Synteése : Montrons que f convient. C’est a dire que f(e;) = u; et que f est linéaire. Comme les coordonnées
de ¢; dans la base B sont (0,...,0,1,0,...,0) ou le 1 est placé a la i-éme place, on a bien :

f(ez) = 0u1 + ... +OUZ‘_1 + 1uz +0ui+1 + —i—Oun

ainsi f(e;) = u;.

Il reste & montrer que cette application f est linéaire. Soit z,y € E et A € K. Soit (x1,...,2,), (Y1,.--,Yn)
les coordonnées de z et y dans la base . Le vecteur = + y a pour coordonnées (z1 + yi, ..., %, + y,) dans la
base B. Le vecteur Az a pour coordonnées (Azxy,..., Azx,) dans la base B. nous avons donc :

flet+y) = (@+y)u+...+ (@0 +yn)u,
= (z1ur 4 -+ uup) + (Yrur + -+ Yntin)
= f@)+ fy)
fQAz) = Axjug + -+ Aznu,
Mzyug + -+ + zpuy)
= AM(x)
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Ainsi, f convient, f est linéaire et la proposition est démontrée.

Définition 5.2.5 Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. Nous supposons donnée une base B = (ey,...,e,)
de E et une base B' = (e},...,¢€l,) de F. Soit f € Lx(E,F). Nous appelons matrice de f dans les bases B
et B', la matrice notée M(f,B',B) € M,,,(K) dont la j-éme colonne est formée des coordonnées de f(e;)
dans la base B'.

Nous disons que M(f, B, B) est la matrice de f avec comme base d’arrivée B’ et base de départ B.

Proposition 5.2.6 Soit E et F' deuxr K-espaces vectoriels. Nous supposons donnée une base B = (ey,. .., e,)
de E et une base B' = (€},...,el.) de F.
I
Soit X = : la matrice colonne formée des coordonnées du vecteur u dans la base B.
Tn
(1
Soit Y = : la matrice colonne formée des coordonnées du vecteur f(u) dans la base B'.
Ym
Alors :

Y = M(f,B,B)X

Preuve : Soit a;; le terme de i-eme ligne et de la j-eme colonne de M(f,5’,8). Ecrivons en colonnes les
coordonnées d'un vecteur. Par définition, les coordonnées de f(e;) dans la base B’ sont :

ayj

Am,j

Par linéarité de f :
flu) = f(zrier + -+ xnen) = 21f(e1) +... + 2, f(en)
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Passons cette égalité en coordonnées dans la base I/, nous obtenons :

Y1 a1 a1,n 1121+ -+ A1 Ty 1
=a| i Heetm| | = : = M(f, B, B)
Ym A1 Am.n A, 101 + -+ A nTn Tn
Définition 5.2.7 Soit E un K-espace vectoriel et B = (eq,...,e,) est une base de E. Soit f € Lx(E). Nous
appelons matrice de ’endomorphisme f dans la base B la matrice notée M(f,B) € M, (K) dont la j-éme

colonne est formée des coordonnées de f(e;) dans la base B. Cette matrice est appelée matrice de f dans la
base B.

Suivant la proposition 5.2.6, nous obtenons

Corollaire 5.2.8 Soit E un K-espace vectoriel. Nous supposons donnée une base B = (ey1,...,e,) de E .
€
Soit X = : la matrice colonne formée des coordonnées du vecteur u dans la base B.
Tn
Y1
SoitY = : la matrice colonne formée des coordonnées du vecteur f(u) dans la base B.
Ym
Alors :
Y = M(f,B)X

Soit (@i j)1<i<m1<j<n une famille d’éléments de K, A € M,,,(K) la matrice de terme général a;; et f
I’application linéaire

1 Y1 =011T1+ -+ a1 Ty 1
fK'"— K" | Dol : =A

Tp Ym = Am,121 +e Am,nn T

95



ou les éléments de R™ et R™ sont écrits en colonne. Alors, la matrice :

a1 ... Aip

Ami1 -+ Amn
n’est autre que la matrice de f dans les bases canoniques de K™ et K".

En effet, si e; = (0,...,0,1,0,...,1) le j éme vecteur de la base canonique de K", f(e;) = (a1 ... am,;)-

Exemple : Désignons par B = (e, e3) la base canonique de R?. Posons €; = (1,1) et e, = (1,17). Soit
[ € Lx(R?) définie par f(e1) = €; et f(es) = €. Déterminer la matrice M(f,B) de f dans la base B.

Les coordonnées de €; et et 5 dans la base canonique de R? sont respectivement (1,1) et (1,17). Autrement
dit, €1 = e1 + e9 et €9 = e; + 17e5. Nous obtenons :

wa-(1 )

Soit £ un K-espace vectoriel, B = (ey,...,e,) et B = (€],...,el) deux bases de E. Rappelons que nous
avions appelé matrice de passage de la base B a la base B’ la matrice P de M,,(K) dont i-eme colonne est
formée des coordonnées de €, dans la base B. La matrice P est inversible et P! est la matrice de passage de
la base B’ a la base B.

L’interét de cette matrice est que si X est la matrice colonne des coordonnées d’un vecteur u de E dans la
base B et X’ la matrice colonne de ses coordonnées dans la base ', on a :

X =PX e X =P'X

Proposition 5.2.9 Soit E, F' deuzx K-espaces vectoriels. Soit By et B} deux bases respectivement de E et I
et A= M(f, By, B1) la matrice de f avec base de départ By et base d’arrivée By. Soit By et Bl deux nouvelles
bases respectivement de E et F' et B = M(f, B, Bs) la matrice de f avec la nouvelle base de départ By et la
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nouwvelle base d’arrivée BYy. Soit P la matrice de changement de passage de la base By a la base By et Q) la
matrice de changement de passage de la base B a la base By . Soit f € Lx(FE,F), alors :

B=Q 'AP et A=QBP!

Preuve : Soit en colonne X; et X5 les coordonnées d’un vecteur u de E respectivement dans les bases B; et
By et Y] et Ys les coordonnées du vecteur f(u) de E respectivement dans les bases B et B;. On a :

Yi=M(f,B,B)X: . Xi=PX, , ¥2=Q7'Y)
Ainsi :
Yo = Q7Y = Q7 (M(f,B1, B)X1) = Q7 (M(f, By, Bi)(PX3)) = Q' M(f. By, BI)P X
L’application qui a X5 associe Y5 est définie par :
Yo = M(f, By, B2)Xo = Q7' M(f, B, BI)P X>
Elle est linéaire.Nous en déduisons de la proposition 5.2.3 :
M(f, By, B2) = Q7' M(f, B}, B1) P

Corollaire 5.2.10 Soit E un K-espace vectoriel, By une base de E et By une deuzriéme base de E (dite
nouvelle base). Soit P la matrice de changement de passage de la base By a la By. Soit f € Lx(E), A la
matrice de [ dans la base By et B la matrice de [ dans la base By. Alors :

B=P'AP e A=PBP!

5.3 Noyau et Image d’une application linéaire

Soit f: E — F une application.

97



Rappelons que si A est un sous-ensemble de E, nous notons f(A) le sous-ensemble de F' :
f(A)={f(a) telsque a€ A} CF.

Ce sous-ensemble est appelé image de A par f.

Rappelons que si B est un sous-ensemble de F', nous notons f~!(B) le sous-ensemble de E :
f'(By={a€FE telsque f(a)€ B} CE.

Ce sous-ensemble est appelé image inverse de B par f. Il s’agit d’une notation et cet ensemble est défini
méme si f n’est pas bijective.

Proposition 5.3.1 Soit f: E — F une application linéaire entre deur K-espaces vectoriels.
1) Pour tout sous-espace vectoriel V de E, f(V) est un sous-espace vectoriel de F'.
2) Pour tout sous-espace vectoriel W de F, f~1(W) est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve de 1) : L’ensemble f(V') est non vide, car 0 € V' et donc f(0g) = 0p € f(V).

Soit v,y € f(V) et A € K. Par définition de f(V), il existe x et 2’ € V tels que y = f(x) et y' = f(2’). Nous
avons alors en utilisant la linéarité de f :

y+y = f@)+ f(2) = flz+2") et My=Af(r)=f(\)

Comme V' est un sous-espace vectoriel, z + ' et Az sont des vecteurs de V. Il en résulte que et y + 3 et \y
appartiennent a f(V'). Ainsi, f(V') est un sous-espace vectoriel de F.

Preuve de 2) : L’ensemble f~!(W) est non vide, car f(0g) = 0p € W. Ainsi, 0 € f~1(W).
Soit z,2’ € f~HW) et A € K. Ainsi, f(z), f(z') € W. Comme f est linéaire, f(zx + 2') = f(z) + f(2') et
f(Az) = Af(z). Comme W est un sous-espace vectoriel, nous en déduisons f(z+z'), f(Ax) € W. Il en résulte

que x + 2, Az € f~1(W). Donc, f~}(W) est un sous-espace vectoriel de E.
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Définition 5.3.2 (Image d’une application linéaire) Soit f : E — F une application linéaire. On appelle
image de f et on note im f le sous-espace vectoriel de F' :

im f ={f(u) telsqueu € £} C F

Définition 5.3.3 (Noyau d’une application linéaire) Soit f : E — F une application linéaire. On appelle
noyau de f et on note ker f, le sous-espace vectoriel de E :

ker f = {u € E tels que f(u) =0} C E

Justification : Notons que im f = f(E). Comme E est espace vectoriel, il résulte de la proposition 5.3.1 que
'image de f, est un sous-espace vectoriel. Notons que ker f = f~1({0r} . Comme {0r} est un sous-espace
vectoriel de F', il résulte de la proposition 5.3.1 que ker f est donc un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 5.3.4 Soit f € Lx(E, F).
f surjective <= imf =F et f injective <= ker f = {0g}
Preuve : La premiere assertion résulte de la définition de la surjectivité.

Montrons la deuxiéme assertion. Supposons injective. Comme f(0g) = O et que f est injective, c’est que Og
est la seule solution de = € F et f(z) = Op. Donc, ker f = {Og}. Supposons maintenant que ker f = {0g}.
Soit y € F et z,2’ € E tels que f(x) = f(2') = y. Nous obtenons, f(z) — f(z') = 0. Il résulte de la linéarité
de f que f(x —2') = 0. Ainsi, 2 — 2’ € ker f = {Og} et donc z = 2’. Ainsi, pour tout y € F, I"équation
f(z) = y a au plus une solution. L’application f est donc injective.

Proposition 5.3.5 Soit f € Lx(E, F) et vy, va,...,v, € E. Alors :

f(Vect(vy,va,...,v,)) = Vect(f(v1), f(v2),..., f(vp))

99



Autrement dit, si (v, vs, . . ., v,) engendrent un sous-espace vectoriel G de E, les vecteurs f(vy), f(ve), ..., f(vp)
engendrent le sous-espace vectoriel f(G) de F.

Preuve : Si y € Vect(vy,v,...,v,), le vecteur y s’écrit y = A\jvy + - -+ + \,v, avec \; € K. Nous avons par

linéarité de f: f(y) = A f(v1) + -+ X\pf(vp). Ainsi, f(y) € Vect(f(v1), f(v2),..., f(vp)).

Inversement, si y € Vect(f(v1), f(va),..., f(vy)), il existe Ay,... A, tels que y = A f(v1) + -+ + A, f(vy).
D’ou, puisque f est linéaire, y = f(Ajvg + -+ + A\vp). Or, AMjvg + -+ + A\v, € Vect(vy, v, ..., v,) et donc
y € f(Vect(vy,va,...,v,)). Nous avons ainsi montré ’égalité cherchée.

Proposition 5.3.6 Soit f € Lx(E, F).

1. Supposons f injective : Si (uy,us, ..., u,) est une famille libre, la famille (f(u1), f(uz),..., f(uy)) est
une famille libre de F'.

2. Supposons [ surjective : Si (vi,va,...,v) engendrent E, (f(vi), f(va),..., f(u)) engendrent F.

3. Si f est bijective, ['image d’une base de E est une base de F.

Preuve de 1) : Soit Aj,..., A\, € K tels que Ay f(u1) + -+ + A\ f(u,) = 0p. Puisque f est linéaire, nous
avons donc : f(Ajug + -+ + A\pu,) = 0p. Puisque, f est injective, nous obtenons A\ju; + --- + Ayu, = 0p. La
famille (uy,us, ..., u,) étant libre, il en résulte A\; = --- = X\, = 0. Cela assure que (f(uy), f(ua),..., f(up))
est une famille libre

Preuve de 2 ) : Soit y € F. Comme f est surjective, il existe x € F tel que y = f(x). Puisque (v, va, ..., v;)
engendrent F, il existe \1,..., \; € K tels que x = A\jv; + - - - + A\jv;. Ainsi,

y=f(z)=f(vr+--+ \uy)

L’application f étant linéaire, nous obtenons : y = Ay f(vy) + -+ + A\ f(v;). Cela montre que tout y de F est
combinaison linéaire de f(vy), f(v2),..., f(v;). La famille (f(vy), f(v2),..., f(v;)) engendrent donc F.

Preuve de 3 ) : Résulte de 1 et 2.
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Proposition 5.3.7 (dimension de la source, du noyau et de l'image) Soit E et F' deux K-espaces vectoriels.
Nous suppoons E de dimension n et f € Lx(E, F). Alors :

n = dimg F = dimg ker f 4+ dimgim f

Preuve : L’espace vectoriel F admet une base de cardinal n. Nous avons vu alors que tout sous-espace
vectoriel de E admet une base et que toute base d’un sous-espace vectoriel de E peut étre complété en une
base de E. Appliquons cette remarque a ker f. Soit (ey, ..., e,) une base de ker f. Complétons cette base en
B = (e1,...,e,) base de E. Notons que f(ept1),..., f(e,) € im f et montrons que (f(ept1),. .., f(en)) est
une base de im f.

Soit y € im f, il existe x € E tel que y = f(z). Soit (x1,...,x,) les coordonnées de x dans la base B. En
utilisant la linéarité de f et le fait que ey, ..., e, sont des vecteurs de ker f, nous obtenons :

y = f(x) = f(xlel + -+ Inen)
ZL’lf(61> + -+ xnf(en)
= Tpfleprr) +- -+ anflen)

Ainsi, (f(ept+1),..., f(en)) est une famille génératrice de im f. Montrons que (f(ep+1),--., f(en)) est une
famille libre. Soit Api1,..., A, € K tels que A1 f(eps1) + -+ + A f(en) = 0. Comme f est linéaire, on
obtient : f(Ajy1€p41 + -+ -+ Anen) = 0. Ainsi, A\yyqep01 + -+ \pey, € kerf. Comme (ey, ..., e,) est une base
de ker f, il existe pq, ..., 1, € K tels que
Ap—f—lep—‘,—l + e + Anen - /4[’161 + Tt + Mpep
D’ou :
paer+ -+ ppep — Appi€pir — o — Apen =0

Comme B est une base, c’est une famille libre. En particulier, A\p;; = --- = A, = 0. Nous avons ainsi montré
que la famille (f(ept1),. .., f(en)) est libre.

En conclusion, (f(ep+1),- .., f(en)) est une base de im f. Ainsi, im f est de dimension n — p et

dimk ker f + dimgim f = p+ (n — p) = n = dimg F
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Corollaire 5.3.8 Soit E' et F' deur K-espaces vectoriels de méme dimension. Soit f € Lx(E, F). Alors,
les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est injectice.
2. f est surjective.

3. f est bijective.

Preuve 1 = 2 : Si f est injective, ker f = {0g}. Donc, dimgk ker f = 0. Il résulte de la formule de
dimension de la proposition 5.3.7 :
dimg F = dimkim f

Comme E et F', ont méme dimension dimgim f = dimg F'. Ainsi, im f est un sous-espace vectoriel de F' qui
a la méme dimension que F. Il en résulte im f = F. C’est a dire (voir proposition 5.3.4) : f surjective.

Preuve 2 =—> 3 : Si f est surjective, im f = F' et dimkim f = dimg F. Comme E et F', ont méme dimension,
on obtient dimkim f = dimg F. Il résulte de la formule de dimension de la proposition 5.3.7 : dimg ker f = 0.
Ainsi, ker f = {0g}. 1l résulte encore de la proposition 5.3.4 que f est injective. Etant injective et surjective,
f est donc bijective.

Preuve 3 =1 : Si f est isomorphisme, f est bijective et en particulier injective.
Cela montre que les trois propriétés sont équivalentes.

Soit E, F' deux K-espaces vectoriels, B = (ey,...,e,) une base de E et B’ = (€],...,¢],) une base de F,

f € Lx(E,F) et M(f,B,B) la matrice de f dans les bases B’ et B. Nous allons montrons commment
déterminer 'image de f & partir de M(f,B',B) .

Détermination de I'image de f : Par définition, im f = f(F). Il résulte de la proposition 5.3.5 que
im f = Vect(f(e1,..., f(e,)). La matrice dont les colonnes sont les coordonnées des f(e;) dans la base B’
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n’est autre que M(f,B’,3). Ainsi, l'algorithme de la section 4.3 nous fournit a partir de la M(f, 5, B)
une base échelonnée de im f = Vect(f(ey,..., f(e,)) par rapport a la base B’. Nous obtenons en particulier
la dimension du sous-espace vectoriel im f. L’algorithme de la section 4.4 nous permet aussi de déduire de
cette base échelonnée de im f par rapport a la base B’ un systeme d’équations de im f relativement a la base B’

La formule liant la dimension de la base, du noyau et de 1 'image donnera alors la dimension du sous-espace
vectoriel ker f. Comme 'algorithme de la section 4.3 donne des relations entre les vecteurs f(e1), ..., f(en),

nous en déduisons de ces relations des vecteurs de ker f. Cela donne une maniere de déterminer une base de
ker f

En particulier, I’algorithme de la section 4.3 permet de décider a partir de M(f, B’,B) si f est injective ou
surjective.

/

Soit E, F' deux K-espaces vectoriels, B = (eq,...,e,) une base de E et B’ = (€},...,¢].) une base de F,

f € Lx(E, F). Nous allons montrons commment déterminer le noyau de f a partir de M(f, B, B).

Détermination du noyau de f : Soit z € E de coordonnées (z1, ..., x,) dans la base B. Les coordonnées
de f(z) dans la base B’ sont
T
Y = M(f,B',B)
Tn

Ainsi, z est dans le noyau de f si et seulement Y = 0. Soit a;; le terme général de la matrice M(f,B', B),
nous obtenons alors que le systeme d’équations homogenes de m équations a n variables :

i+ -+ apr, = 0
(*)

Q171 +- 4+ AmnTn = 0

est un systéme d’équations de ker f relativement a la base B. Résolvons ce systéme homogéne par ’algorithme
de la sous-section 1.8, nous obtenons une base de ker f échelonnée par rapport a la base B. Par la formule
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liant la dimension de E, du noyau et de 1 "image, nous en déduirons la dimension de im f.

Exemple : Soit £ un R-espace vectoriel de base B = (ey, €9, ¢€3) et f € Lx(FE) de matrice dans la base B :

Préciser im f et ker f.

Méthode 1 : L’image de f est donc le sous-espace vectoriel engendré par f(ey1), f(e2), f(e3).

fler) fle2) fles)

Ms(f(@). fle2). fles) = M(£.B)= | o o &
3 1 4
Etape 2
fler) fle2) — fler) fles) —2f(er)
Mi(f(er), fe2) = fler), fles) — 2f(er)) = ; _02 (12
3 -2 -2
Etape 3
fler) fle2) = f(er) [les) — fler) — fle2)
Mp(f(er), fle2)—f(er), fes) =2f(e1)— f(e2)+ f(er)) = ; _02 8
3 -2 0
Nous obtenons ainsi que (f(e;) = e + 2e5 + e3, f(ea) — f(e1) = —2e3 — 2e3 est une base échelonnée de im f

relativement a B. Ainsi, 'image de f est de dimension 2. Il en résulte que le noyau de f est de dimension 1.

104



Or, nous avons f(e3) — f(e1) — f(e2) = 0. Comme f(e3) — f(e1) — f(ea) = f(es — e1 — e2), il en résulte que
e3 — e1 — e est un vecteur de ker f. Ce vecteur est non nul, le noyau est de dimension 1. Donc, e3 — e; — €5
est une base de ker f.

Méthode 2 : Si u est de coordonnées (z1,z2,23) dans la base B. Les coordonnées de f(u) dans la base B
sont :

1 1 2 1 1+ X9 + 21E3
2 0 2 T2 = 2%’1 + 21’3
3 1 4 T3 3LU1 + 29 + 4173

Ainsi, un systeme d’équations de ker f dans la base B est :

Ty + Tg + 2]33 =0
(%) 2wy + 213
31’1 + T + 4[[’3 =0

Il
o

Résolvons ce systeme. Utilisant notre algorithme de résolution, nous obtenons le systéme triangulé ayant
meémes solutions :

(*) T+ X9 + 2ZE3 = 0
—21'2 - 2l‘3 =0
Ce systeme admet x3 comme seule variable libre. Nous obtenons : zy = —x3, puis z1 = —x3. Ainsi, les

coordonndes des vecteurs de ker f sont :
{z3(—1,—1,1) tels que z3 € R}
Nous en déduisons :
ker f = {x3(—e; — €2 + €3) tels que x3 € R}

Le vecteur —e; — es 4 e3 est une base de ker f. Cela nous apprend que le noyau de f est de dimension 1,
son image est donc de dimension 2. Pour déterminer une base I'image de f, il suffit de donner deux vecteurs
indépendants de cette image. Nous pourrons vérifier par exemple que f(e;) = e; + 2e3 + e3, f(e2) = €1 + e3
forment une famille libre. C’est donc une base de im f.
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5.4 Opérations sur les applications linéaires

Proposition 5.4.1 Soit E, F,G trois K-espaces vectoriels. Pour tout f € Lx(E,F) et g € Lx(F,G),
Iapplication composée g o f est linéaire.

Preuve : Soit u,v € F et A € K. En utilisant successivement la définition de go f, la linéarité de f, puis de
g et la définition de g o f, nous obtenons :

(go )(utv)=g(flutv))=g(f(u)+ f(v) = g(f(w) + g(f(v)) = (g0 f)(u) + (g0 [)(v)
(g0 f)Au) = g(f(Au)) = g(A f(u)) = Ag(f(u))) = Alg o f)(u)

Soit f1 € Lk(E,F), fo € Lx(FE,F), X € K. Nous notons f; + fo et Afy, les applications :

fitfor E—F ur— (fi+ fo)(u) = fi(u) + fo(u)
MitE—F  ur— (A fi)(u) = Afi(u))

Proposition 5.4.2 Soit f; € Lk(E,F), f» € Lx(E, F),\ € K. Les applications f1+ f et \fi sont linéaires.
Munis de ces opérations, Lx(E, F') est un K-espace vectoriel.

Preuve : Laissée au lecteur. On notera que le vecteur nul de Lk (F, F) est 'application 0 : E — F, qui

associe a tout vecteur u de F le vecteur nul de F'. L’opposée de I'application f € Lk(F, F') est 'application

—f: E — F définie par f(u) = —f(u).

Proposition 5.4.3 Soit f1, fo € Lx(E,F) et \€ K. Soit h € Lx(E'",E) etl € Lx(F,F') :
o(fitfo)=lofitlofo . (fitfa)oh=fioh+ froh

Soit f € Lx(E,F),g € Lx(F,G),\€ K :

o(Af) =Ag)ef=2Agolf)
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Remarque 5.4.4 L’ensemble Lx(E) est muni de trois opérations : addition, multiplication par un scalaire,
composition. A la vue des propriétés de l'addition et la composition nous disons que Lx(FE) dune structure
d’anneau unitaire d’unité Idg. .

Si f,g € Lx(E), notons que nous n’avons pas en général go f = fog.
Si f € Lx(F), nous notons f¥ = fo fo---o f la composée de k fois application f par elle méme.

Proposition 5.4.5 Si f € Lx(E, F) est bijective, l’application réciproque f~' : F — E est alors linéaire :
[t e Lx(F, E). Nous disons alors que f est un isomorphisme linéaire et que E et F sont isomorphes.

Preuve : Soit f € Lk (FE, F) bijective. Rappelons que cela signifie que pour tout v € F, il existe un unique
vecteur de E tel que f(u) = v. L’application réciproque est application f~' : F — E qui associe & un
vecteur v € F le seul vecteur u € F tel que f(u) = v. Nous devons montrer que f~! est linéaire. Soit
v,v' € Fet A € K. Notons u = f~}(v) et v = f71(¢v)). Comme f(u+u) = f(u) + f(v') = v+, il
vient u + v = f~Hv + ). Ainsi, fH v +0) = f1(v) + f71(v). De méme, f(Au) = Af(u) = M. Ainsi,
7Y Ow) = Au= Af"!(v). Cela montre que 'application f~! est linéaire.

Notation 5.4.6 Nous notons Gl (F) C Lx(FE) l'ensemble des isomorphismes linéaires de E vers E qui est
appelé le groupe linéaire.

Exemples d’isomorphismes linéaires : Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et B = (e, ..., e,)
une base de F. L’application :

E — K", u+— les coordonnées de u dans la base B
est un isomorphisme linéaire. Son application inverse est ’application :
K'— E, (z1,...,2,) —> x161 + - + Tpey

Une conséquence est que deux K-espaces vectoriels de méme dimension sont toujours isomorphes.
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Proposition 5.4.7 Soit E et F deux K-espaces vectoriels, B une base de E et B' une base de F. Soit
fig€ Lx(E,F) et A€ K :

M(f+g,B,B)=M(f,B,B)+M(g,B,B) et MWNf,B ,B)=I\M(f B, B)
Si G est un troisieme espace vectoriel, B" une base de G et g € Lx(F,G) :
M(go f,B",B) = M(g,B", B)YM(f,B', B)

Preuve : Le premier point provient du fait que si e; est un vecteur de B, les coordonnées de (f + g)(e;) dans
la base B’ s’obtiennent en ajoutant les coordonnées de f(e;) dans la base B’ a ceux de g(e;) dans la base B'.
Le deuxiéme point provient du fait que si e; est un vecteur de B, les coordonnées de Af(e;) dans la base B’
s’obtiennent en multipliant par A les coordonnées de f(e;) dans la base B'.

Montrons plus précisement le troisieme point. Soit a; ; le terme général de la matrice M(f, B, B), b; ; le
terme général de la matrice M(g,B",B') B = (e1,...,e,), B = (€},...,¢e ), et B" = (€},... ,¢€l).

)’ m D

go fle)) = glaiey + -+ amier,)
= ayg(ey) +-- +amigle,)
= a17i<b171€,1/ + -+ bpyleg) + -+ ami(bl,me’l’ + -+ bp7m€;)/)
= (bl,lau + - bLmamJ)e’l’ + -+ (bp,l(ll’i + -+ bp,mam,i

Or, par définition du produit ligne colonne le terme général de la matrice produit M(g, B, B )YM(f, B, B)

est bj1a1; 4+ -+ + bjmanm,;. La troisieme assertion de la proposition en résulte.

En particulier, si E' est un K-espace vectoriel et B une base de F, si f,g,h € Lx(E) et A € K :
M(f+9,B) = M(f,B)+ M(gf,B) , MQAf,B)=IM(f.B) ., Mlgo f,B)=M(g, B)M(f,B)

Proposition 5.4.8 Soit E et F' deuz K-espaces vectoriels, B = (eq,...,e,) une base de E et B’ = (e}, ..., ¢€..)
une base de F'. L’application :

Lk(E,F) — Mua(K) , f+— M(f B, B)

est un isomorphisme.
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Idée de la Preuve : la linéarité de notre application résulte de la proposition précédente. La bijectivité
résulte de la proposition 5.2.4.

En particulier, avec els notations de la propsition : deux applications f,g € Lk(FE,F) sont égales si et
seulement si leurs matrices M(f, B', B) et M(f,B’, B) sont égales.

Remarque 5.4.9 Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. La matrice de Idg dans toutes les bases de
E est la matrice Id,,. La matrice de ’application nulle est la matrice nulle.

Proposition 5.4.10 Soit E un K-espace vectoriel et B une base de E. un endomorphisme f € Lx(F) est
un isomorphisme si et seulement si M(f,B) est inversible. Nous avons alors M(f~',B) = M(f,B)™*

Preuve : Si f est un isomorphisme, en utilisant la proposition , on obtient :
M(fLB)M(f, B) = M(f~ o f,B) = M(Idg, B) = 1d,

M(f,BYM(f~.B) = M(f o f~',B) = M(ldp, B) = Id,
Ainsi, M(f, B) est inversible. et M(f~*, B) = M(f,B)~L.

Si M(f,B) est inversible, d’apres la proposition 5.4 il existe un endomorphisme g € L(E,K) tel que
M(g,B) = M(f,B)~!. En utilisant la proposition , on obtient :

Or, Id,, est la matrice de Idg dans la base B. On déduit de la proposition : go f = fog = Idg. Cette

propriété assure que f est bijective d’application réciproque g.
Pour fiir ce paragraphe, donnons une preve du résultat suivant :
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T
Proposition 5.4.11 Soit A € M, (K. Le systeme d’équations linéaires associé a l’équation A : =

Tn

: admet (0,...,0) comme unique solution si et seulement si la matrice A est inversible.

0
Preuve : Supposons que l’équation homogene ait une unique solution. Considérons 'application linéaire
associee a la matrice A:

T Y1 = 01121+ + A1 Ty T
f:K'"—=K" |, " — : =A
Tn ym = a/mel + ttt + a/mJL:Cn Tn

Par hypothése, cette application est injective. Comme i Is’agit d'une applciatiion de K" vers lui méme elle
est donc bijective (corollaire 5.3.8). Sa matrice dans la base canonique de K" étant A, suivant la propositon
5.4.10 la matrice A est inversible. Inversement, voir la proposition 2.5.1.

Une deuxieme preuve sera donnée dans le section 6 sujet d’etudes sur els matrices elementaires.

5.5 Projection et symétrie vectorielle

Définition 5.5.1 (projection et symétrie) Soit F, Ey deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-
espace vectoriel E : E = Ey ® Ey. Tout vecteur u de E s’écrit donc de fagon unique u = uy + ug ot uy € E
et us € Fs.
1) L’application p : E — E | u v+ p(u) = uy est linéaire. Elle est appelée projection sur Ey parallélement a
Es.

Imp=ker(p—Idg)=E, , kerp=FE, et p*=p

2) L’application s : E — E, u > s(u) = u; — uy est linéaire. Elle est appelée symétrie par rapport a F;
parallélement a Fs.
ker(s — IdE) = E1 , kel‘(s —+ IdE) = E2 et 32 = IdE
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En particulier, s est un isomorphisme linéaire et s™! = s.

Exermple : Soit P le sous-espace vectoriel de R? d’équation = +y + z = 0 dans la base canonique de R? et
D = Vect((1,1,1)) la droite vectorielle de base (1,1,1).

1) Montrer que P et D sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires.

2) Expliciter la symétrie par rapport P parallélement & D. Quelle est sa matrice dans la base canonique de R? ?

1) Par résolution de I’équation z+y+2z = 0, on obtient que P est un plan vectoriel de base ((—1,1,0), (—1,0, 1)).
Ainsi, dim P +dimD = 2+ 1 = 3 = dimR3. Pour montrer que P et D sont supplémentaires, il reste a
montrer que P N D = {0} Soit u € PN D. Exprimons que v € D, il existe A € R tel que v = A(1,1,1).
D’ott, u = (A, A\, ). Comme u € P, les coordonnées de u dans la base canonique de R? vérifie 'équation de
P. Ainsi, \+ A+ A =0, soit 3\ =0. Dot A=0et u=0. Donc, PND ={0} et R3=P® D.

2) Soit u = (z,y,2) € R3, u s’écrit de fagon unique u = u; + uy avec u; € P et uy € D. Comme uy € D, il
existe A € R tel que ug = A(1,1,1) = (A, A\ ). Hvient ug =u—uy = (x— A,y — A, z—A) € P. Il en résulte :
T—=A+y—A+2z—A=0. Soit : A= (1/3)(z +y+ 2) et

1 U —y—z T2 —x—y+2
u2:§<l‘+y—|—2)(1,1,1) et ul:(‘r 3y Z? x+3y Z7 - é,)y+ z

La symétrie par rapport a P parallélement a D est donc I'application linéaire :
r—2y—2z 2x+y—2z —2x—-2y+=z
3 ’ 3 ’ 3

La projection sur P parallélement a D est donc 'application linéaire :

)

)

s:R*— R | u=(z,y,2) — u —up = (

20 —y—2z —x+4+2y—2 —x—y+2z2

‘R* — R? = — U =
p ; Uu (27, Y, Z) Uy ( 3 ) 3 ) 3 )
La matrice de s dans la base canonique est :
1 1 -2 =2
3 -2 1 =2
-2 =2 1
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6 Sujet d’études : matrices élémentaires

6.1 Introduction

Par multiplication a gauche les matrice él
‘ementaires tarnsfoement les lignes d’une matrice :

e multiplication d’une ligne par un elément non nul de K,
e retrancher a une ligne le produit d'une autre par un el‘ement de K,

e permutation de deux lignes.

Nous développons un algorithme qui permet déterminer si une matrice est inversible et si oui de calculer
son inverse. Cet algorithme permet aussi de décomposer toute matrice inversible en produit de matrices
elémentaires.

Objectif :
e Savoir préciser les coefficients d’une matrice élémentaire.

e Savoir utilser 'algoritme qui permet de calculer I'inverse d’'une matrice inversible.

Dans ce cours, K désignera toujours soit 1’ensemble Q des nombres rationnels, I’ensemble R des nombres
réels, ou 'ensemble C des nombres complexes. ou plus généralement ce que les mathématiciens appelent un
corps commutatif.

6.2 Matrices élémenataires

Proposition 6.2.1 (Définition de D;(a)) Soit n > 1 un entier, i un entier compris entre 1 et n. Soit a un
élément de K. Il existe une unique matrice D;(a) carrée de taille n telle que pour tout entier p > 1 et toute
matrice M € M, ,(K), la matrice produit D;(a)M se déduit de M en multipliant la i-éme ligne de M par a
sans changer les autres lignes.
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Preuve : Si D;(a) existe, D;(a) = D;(a)l,. Ainsi, D;(a) est la matrice diagonale définie par a,; = a et a;; =1
si j # i. Il reste a voir que cette matrice convient.

Proposition 6.2.2 (Définition de T;;(\)) Soit n > 1 un entier, i,j des entiers distincts compris entre let
n et A un élément de K. Il existe une unique matrice T; j(\) carrée de taille n telle que pour tout entier p > 1
et toute matrice M € M, ,(K), la matrice produit T; j;(\)M se déduit de M en ajoutant a la i-éme ligne de
M le produit par X de la j-eme ligne de M sans changer les autres lignes.

Preuve : Si T; () existe, T; ;(X) = T; ;(A),. Ainsi, les termes diagonaux de la matrice T; ;(\) sont égaux a
1 et le seul terme non diagonal non nul est A plagé a la i-eme ligne et j-eme colonne. Il reste a voir que cette
matrice convient.

Proposition 6.2.3 (Définition de S;;) Soit n > 1 un entier et i,j des entiers distincts compris entre let
n. Il existe une unique matrice S;j carrée de taille n telle que pour tout entier p > 1 et M € M, ,(K), la
matrice produit S; ;M se déduit de M en permutant la i-eme ligne et la la j-éme ligne de M sans changer les
autres lignes.

Preuve : La matrice S;; est définie par son action sur I, : S;; = S;;I,. Il reste a voir que cette matrice
convient.

Définition 6.2.4 (Matrices élémentaires) Les matrices D;(a) pour a # 0, T; ; () pour tout A € K et S; ;
sont appelées matrices élémentaires.

Exemple Pourn =2et tout a € K :

Dl(a):Dl(a)<(1) i’):(g 2) , Dg(a):Dg(a)<é ?):(é 2)

T1,2(G)ZT1,2(G)<(1) ?)Z(é Cf) , Tz,l(a)=T2,1(a)<(l) ?):(i (1)>



Pourn=3¢et tout a € K :

1 00 100
D3(a)=Ds3(a)] 0 1 0 |=[0 1 0
0 0 1 0 0 a
De méme, nous obtenons :
1 00 100
Dy(a)=1] 0 a 0 ., D3(a)=1]101 0
0 0 1 0 0 a
1 0 a 1 00 100 1 00
Tlg(a)— 010 s Tgl(a)— 010 N ng(a)— 01 a s Tgl(a): 011
0 0 1 01 0 0 1 0 0 a
1 a 0O 100
TLQ((I) = 010 s T271(a) = a 1 0
0 01 0 01
010 1 00 0 1
51’2 = 5271 = 1 00 s 5273 = 53,2 = 0 01 , 51,3 = 53’1 = 010
0 0 1 010 1 00

Remarque 6.2.5 La transposée d’une matrice élémentaire est élémentaire : les matrices D;(a) et S;; sont
symétriques. la transposée de T; ;(N) est T;;(X).

Nous pouvons en déduire :

Proposition 6.2.6 Soitn > 1 un entier, i un entier compris entre let n. Pour toute matrice M € M, ,(K):
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e La matrice produit M D;(a) se déduit de M en multipliant la i-éme colonne de M par a sans changer
les autres colonnes.

o La matrice produit MT;;(\) se déduit de M en ajoutant & la i-éme colonne de M le produit par A de la
j-éme colonne de M sans changer les autres colonnes.

e La matrice produit MS; ; se déduit de M en permutant la i-éme colonne et la la j-éme colonne de M
sans changer les autres colonnes.

Proposition 6.2.7 Les matrices élémentaires sont inversibles :

e Soit a un élément de K non nul, D;(a) est inversible et D;(a)™' = D;(=).
a

o Soit A un élément de K, T; ;(\) est inversible et T; j;(N\) ™1 = T, ;(—\).

e S, est inversible et S;' =S ;.

1
Preuve : Montrons par exemple que D;(—)D;(a) = I,,. La i-éme ligne de ce produit est le produit par 1/a
de la i-eme ligne de D;(a). Comme D;(a) = D;(a)l, , la i-eme ligne de D;(a) est a fois la i-eme ligne de I,,.
Ainsi, la i-eme ligne D;(—)D;(a) est la i-eme ligne de I,,. Pour tout j entier différent de i et compris entre
a
1
1 et n, la j-éme ligne de D;(—)D;(a) est j-eme ligne de D;(a). Comme D;(a) = D;(a)l,, la j-eme ligne de
a
1
D;(a) est la j-eme ligne de I,,. Ainsi, D;(—)D;(a) et I, sont deux matrices qui ont les mémes lignes. Elles
a
sont donc égales.
Définition 6.2.8 Soit M € M, (K). Nous disons que M est inversible a gauche, s’il existe une matrice

A e M, (K) telle que AM = I,,. Nous disons que M est inversible a droite, s’il existe une matrice B € M.,,(K)
telle que M B = 1,,.
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Nous pouvons observer qu’une matrice inversible est est a fortiori inversible a gauche et inversible a droite.
Inversement, une matrice inversible a gauche et inversible a droite est inversible. Dans ce paragraphe, nous
montrerons 1’équivalence les trois notions : étre inversible a gauche, étre inversible a droite et étre inversible.

Lemme 6.2.9 Le produit de deux matrices de M,,(K) inversibles a gauche est inversible a gauche. Le produit
de deux matrices de M,,(K) inversibles a droite est inversible a droite.

Preuve : Soit M, N, A, B quatre matrices de M,,(K) tels que AM = I, et BN = I,,. Nous avons alors :
BAMN = B(AM)N = BI,N = BN =1,

Ainsi, si M et N sont inversibles a gauche, il en est de méme de M N. De méme, nous montrons que le
produit de deux matrices de M,,(K) inversibles a droite est inversible a droite. .

Lemme 6.2.10 Une matrice de M,,(K) inversible a droite n’a pas de ligne nulle. Une matrice de M,,(K)
wnversible a gauche n’a pas de colonne nulle.

Preuve : Supposons que M € M, (K) soit inversible a droite et que sa i-eme ligne soit nulle. Par définition
de l'inversibilité a droite, il existe une matrice B € M, (K) telle que M B = I,. Suivant la définition du
produit matriciel, la a i-eme ligne de M B serait nulle. C’est impossible puisque la i-eme ligne de I, n’est pas
nulle. Méme raisonnement pour I’assertion sur les matrices inversibles a droite.

En multipliant a gauche une matrice M par un produit de matrices élémentaires, nous pouvons changer I’ordre
de ses lignes , multiplier des lignes par des éléments non nuls de K, retrancher a ses lignes le produit par
des éléments de K d’une ligne sélectionnée. Nous appelons ces opérations des opérations élémentaires sur les
lignes de M. De méme en multipliant a droite une matrice M par un produit de matrices élémentaires, nous
pouvons changer I'ordre de ses colonnes, multiplier des colonnes par des éléments non nuls de K, retrancher
a des colonnes le produit par des éléments de K d’une colonne sélectionnée. Nous appelons ces opérations
des opérations élémentaires sur les colonnes de M.
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Remarque 6.2.11 (principe de simplification) Soit M € M,, ,(K) et i un entier, supposons construit :
M, e M, ,(K) , A eM,(K) avec AM =M,

Dans la pratique M; sera plus “simple” que M et A; sera un produit de matrices élémentaires. Appliquons a
M; une suite d’opérations élémentaires X2 sur ses lignes qui la transforme en une matrice M; 1. Appliquons
a A; la méme suite d’opérations élémentaires X2 sur ses lignes qui la transforme en A;y1. Alors :

Min € My, (K) Ay € M (K) avec A M = M,y

Preuve : Soit S produit de matrices élémentaires associé a la suite d’opérations élémentaires >, nous avons :
SM; = M; 1, mais aussi SA; = A;;1. 1l en résulte :

Nous noterons que si A; est produit de matrices élémentaires, il en est de méme de A;,;. Dans la pratique,
nous choisirons évidemment la suite d’opérations élémentaires > pour que M, soit encore plus "simple” que
M.

Définition 6.2.12 Soit L = (ayay ... a,) € My ,(K) une matrice ligne non nulle. Nous appelons ordre de
L Uentier v(L) = inf{i ; a; # 0}. Soit M € M, ,(K), notons L; la i-eme ligne de M. Nous disons que M
est ordonnée si :

v(Ly) <v(Le) <-+-<w(lg) et Lyyg=---=L,=0

Nous disons que M est échelonnée si :
v(Ly) <wv(Llg) <---<v(Ly) et Lyyy=---=L,=0

Algorithme d’échelonnage d’une matrice : Soit M € M,,,(K). Cet algorithme fournira B € M,,(K)
produit de matrices élémentaires et une matrice N € M,, ,(K) échelonnée telle que BM = N.
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Départ : Le couple :
MeM,,(K) , I, avec I,M =M

Etape 0 : Par une permutation des lignes (suite d’échange de deux lignes) de M, nous obtenons une matrice
My ordonnée. Soit Ay € M,,,(K) la matrice déduite de I,, par cette méme permutation des lignes. Nous
obtenons (voir remarque 6.2.11) :

M, € Mmp(K) , Ay € Mn(K) avec AoM = M,
ou Ap est produit de matrices élémentaires.
Etape i:

M, e M, ,(K) , A eM,(K) avec AM=DM,

ou M; est ordonnée, ou 'ordre des ¢ premieres lignes de M; est strictement croissant et ou A; est produit de
matrices élémentaires.

Passage a I’étape [ > i : En enlevant pour j > 7, aux j-eme lignes de M; des multiples ad-hoc de sa i-eme
ligne, nous obtenons une matrice M’ dont les lignes sont d’ordres strcitement plus grand que i. En permutant
éventuellement les lignes de M’, nous obtenons une matrice M; ou [ > i tel que M; soit ordonnée et que
I'ordre des [ premieres lignes de M, soit strictement croissant. Appliquons ces mémes opérations sur les lignes
de A;, nous obtenons une matrice notée A;. Nous avons ainsi construit un couple de matrices (M, A;) tel que
(voir remarque 6.2.11) :

MeM,,(K) , A eM,(K) avec AM=DM

ou M, est ordonnée, ou 'ordre des [ premieres lignes de M, est strictement croissant et ou A; est produit de
matrices élémentaires.
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Proposition 6.2.13 Soit M € M,, ,(K). L’algorithme ci-dessus se termine en moins de n étapes sur un
couple (N, A) tel que :
NeM,,(K) , Ae M,(K) avec AM =N

ou N est une matrice échelonnée et A un produit de matrices élémentaires.

0 1 2
Exemple : Soit M = | 1 0 3 |. Déterminer une matrice A produit de matrices élémentaires et une
4 -3 8

matrice échelonnée N telle que AM = N.
Nous partons avec le couple de matrices :
0o 1 2 1 00
(Eo) M = 1 0 3 3 I3 = 010 et [3M =M
4 -3 8 0 01

La permutation de la premiere ligne et de la troisieme ligne de M est une matrice ordonnée. Permutons ainsi
la premiere ligne et de la troisieme ligne des deux matrices M et I3, nous obtenons :

4 -3 8 0 01
(El) M1 == S173M = 1 0 3 y Al = 5173[3 = 010 et AlM = Ml
0 1 2 1 00

1
En ajoutant a la deuxieme ligne de M; le produit par —1 de la premiere, nous faisons monter ’ordre de sa

1
deuxieme ligne. Ajoutons ainsi a la deuxieme ligne des deux matrices M; et A; le produit par 1 de leurs

premieres lignes. Nous obtenons :

1 4 -3 8 1 0 0 1
(EQ) MQ = TQ’l(_Z)Ml = 0 3/4 ]. 5 AQ = TQ’l(_Z)Al = 0 1 —]_/4 et AQM = MQ
0O 1 2 1 0 0
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4
En ajoutant a la troisieme ligne de A, le produit par —= de sa deuxieme ligne, nous faisons monter I'ordre

de la troisieme ligne de M;. Ajoutons ainsi a la troisieme ligne des deux matrices My et Ay le produit par

4
-3 de leurs deuxiemes. On obtient :

4 4 -3 8 A 0 0 1
E3 1“3 = T32 — = MQ = 0 3 4 1 y A3 = T32 — = AQ = 0 1 —1 4: et Agiw = 1»13
’ 3 ’ 3
0 0 2/3 1 —4/3 1/3

Ainsi, la matrice A = Az est produit de matrices élémentaires, N = M3 est échelonnée et AM = N.Nous
pouvons préciser la décomposition de A sous forme de produit de matrices élémentaires :

4 1
A=A;= T3,2(—§)T2,1(—1)51,3

Algorithme d’inversion d’un matrice carrée : Nous nous proposons de donner un algorithme qui
décidera si une matrice carrée est inversible et, si oui, donnera son inverse.

Lemme 6.2.14 Soit M € M, (K) une matrice carrée inversible a droite et échelonée. Alors, M est trian-
gulaire supérieure et les éléments sur sa diagonale sont non nuls.

Preuve : Une matrice carrée échelonée est clairement triangulaire supérieure. Si un élément diagonnal est
nul, sa derniere ligne d’ordre plus grand ou égal a n ne peut étre d’ordre n. Elle serait donc nulle. C’est
impossible suivant le lemme 6.2.10.

Soit M € M,(K). Appliquons la proposition 6.2.13 lorsque M est une matrice carrée. L’algorithme
d’échelonnage nous donne un couple de matrices carrées (N, A) :

NeM,K) , Aec M,(K) ; AM=N |,

ou N est une matrice échelonnée et A un produit de matrices élémentaires.
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Cas 1: Si N a une ligne constitué de zéro, suivant le lemme 6.2.14 : M n’est pas inversible a droite
Cas 2 : Sinon, N est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont non nuls.

Soit a;; 1'’élément diagonal de N placé a sa i-eme ligne. Pour tout indice 4, multiplions la i-eme ligne de N et

1
de B par —. Nous obtenons (voir remarque 6.2.11) un couple de matrices carrées (N, By) :
Qi

Noe M, (K) , Bye M, (K) telque ByM =Ny ,

ou Ny est une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et By un produit de matrices
¢élémentaires.

Etape i : (IV;, B;) un couple de matrices carrées (Ny, By) :
N, e M,(K) , Bie M,(K) telque B;M =N, |,

tels que NV; est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, que les ¢ dernieres lignes de N; coincident
avec les i dernieéres lignes de I, et que B; € M,,(K) soit produit de matrices élémentaires.

Passage a I’étape i+ 1 : Considérons la suite d’opérations élémentaires consistant a ajouter a la (n—i—1)-eme
ligne de N; des combinaisons des i lignes suivantes de sorte que la (n — i — 1)-éme ligne de N; devienne la
(n —i—1)-eme ligne de I,,. On obtient la matrice N;;1. Appliquons cette méme suite d’opérations aux lignes
de B;, on obtient la matrice B;,;. Ainsi (voir remarque 6.2.11) :

Nigp € Mp(K) , Bigr € Mu(K) telque B M = Niyy

ol N;;; est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, ou les ¢ + 1 dernieres lignes de N;;; coincident
avec les ¢ 4+ 1 dernieres lignes de I, et ou B;; € M, (K) soit produit de matrices élémentaires.
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Proposition 6.2.15 Soit M € M, (K). L’algorithme d’échelonnage 6.2.13 nous donne un couple de matrices
carrées (N, A) :
NeM,K) , Ae M,(K) telque AM =N

Si N a une ligne constituée de zéro, M n’est pas inversible a droite (donc pas inversible). Sinon [’algorithme
ci-dessus se termine en moins de n étapes sur le couple (I,,, B) tel que :

BeM,(K) telque BM =1, |,

ot B est un produit de matrices élémentaires. La matrice M = B! est alors inversible et M~' = B.

0 1 2
Exemple : Montrer que M = 1 0 3 | est inversible et déterminer M~! en suivant l'algorithme
4 -3 8

d’inversion. En déduire une écriture de M et M~ et M comme produit de matrices élémentaires.

Cette exemple fait suite a celui illustrant la proposition 6.2.13. Nous y avions obtenu le couple de matrices

(A,N) :

4 -3 8 0 0 1
N=|03/4 1 |;4=[0 1 -1/4|etAM=N
0 0 2/3 1 —4/3 1/3
. 4 1
ou A= T372(—§)T271(—Z)Sl73.

La matrice N est triangulaire avec des termes non nuls sur sa diagonale. Ainsi, nous pouvons déja dire que
M est inversible. Démarrons I'algorithme d’inversion a partir du couple (N, A).

1 4 3
La multiplication de la premiere ligne de N par T de la deuxieme par — et le troisieme par 3 transforme la

diagonale de N en une diagonale de 1. Effectuons ces opérations sur les matrices N et A. Nous obtenons le
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couple de matrices (Ny, By) :

3 1 —=3/4 2 0 0 1/4

, 401 3. 41
(Ep) N0:D3(§)D2(§)D1(Z)N: 0 1 4/3 7Bo=D3(§)D2(§)D1(Z)A= 0 4/3 -1/3
0 0 1 32 —2 1/2
et B()M:NO

4
Etape 1 : Ajoutons a la deuxieme ligne de Ny le produit par —3 de sa troisieme ligne, cette deuxieme ligne

4
devient (010). Ajoutons donc aux deuxiemes lignes des deux matrices Ny et By le produit par —= de leurs

troisiemes lignes. On obtient le couple (Vy, By) :

4 1 —3/4 2 1 0 0 1/4
(ED Ny = Tgyg(—g)]\/& =10 1 0 , B = T2,3(_§)B0 — —9 4 1
0 0 1 3/2 =2 1/2
et BiM =N,

Etape 2 : Ajoutons aux premieres lignes des deux matrices Ny et By le produit par —2 de leurs troisiemes et

le produit 1 de leurs deuxiemes. Nous obtenons le couple (Na, Bs) :

5 100 5 —9/2 7 —3/2
(Eé) N2 - T172(—Z)T173(—2)N1 - O ]_ O 5 Bg - T1’2(_Z)T173(_2)A1 - —2 4 ]_
001 3/2 -2 1/2

et BQM = N2 = ]3

L’algorithme est terminé, car Ny = I5. Nous obtenons : M = (Ay)~! et

—9/2 7 —3/2
M™t=B,= -2 4 1
3/2 -2 1/2
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Nous notons que :

L 3 43 4 1
M~ =By = T1,2(—Z)TL?,(—2)T2,3(—§)D3(§)D2(§)D1(1) A
Soit :
Mt = T1,2(—i)Tm(—?)TzS(—g)Dz(z)Dﬂg)Dl(i)Tw(—;)Tzl(—i)sm
et
M = (Tia(=3)T15(=2)Tao(=5) Do) Dal5) D1 () Taa(=5) Toa(—7)510)

Compte-tenu de la formule 2 de la proposition 2.3.3 et de la proposition 7?7 qui précise 'inverse d’une matrice
élémentaire, on obtient :

1 4 3 2 4 3
M= 51,3T2,1(Z)Tw(g)Dl(4)D2(1)Ds(g)Tz,s(g)Tl,s(Q)Tl,z(Z)

A noter que le déterminant de M est —2. Cela donne une preuve plus rapide de l'inversibilité de M. La
formule donnée dans la proposition 2.4.7 permet également de retrouver rapidement l'inverse de M. On laisse
au lecteur le soin de faire ce calcul.

Proposition 6.2.16 Soit M € M, (K), les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. M est inversible a gauche : il existe A € M, (K) telle que AM = I,
2. M est inversible a droite : il existe B € M, (K) telle que MB = I,, , .
3. M est produit de matrices élémentaires ,
4. M est inversible ,

On a alors A=B = M"".
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Preuve : Si M est inversible a droite, suivant la proposition 6.2.15, M est produit de matrices élémentaires.
Si M est produit de matrices élémentaires, M est donc produit de matrice inversibes et M est inversible.
Si M est inversible, M est en particulier inversible a gauche. Sa transposée est donc inversible a droite.
Cette trasnposée est donc produit de matrices élémentaires. Il en résulte que M est le produit de matrices
élémentaires. Or la transposée d’'une matrice élémentaire est une matrice élémentaire. Donc, M est produit
de matrices élémentaires, donc M est inversible et donc inversible a droite. Les quatre assertions sont alors
équivalentes. En multipliant & droite AM par M~!, nous obtenons A = M~!. En multipliant & gauche M B
par M~ nous obtenons B = M.

La proposition nous apprend ainsi qu'une matrice inversible est produit de matrices élémentaires. Une telle
décomposition n’est pas unique.

T
Proposition 6.2.17 Soit A € M, (K. Le systeme d’équations linéaires associé a l’équation A : =

Tn

: admet (0,...,0) comme unique solution si et seulement si la matrice A est inversible.

0
Preuve : Si A est inversible, suivant la propositin 2.5.1, comme (0,...,0) est solution du systémé linéaire
de matrice A, (0,...,0) en est 'unique solution. Inversement si A n’est pas inversible suivant I'algorithme
d’inversion d’une matrice carrée, il existe une matrice C' produit de matrices élémentaires tel que C'A ait une
ligne nulle. Nous en déduisons que le systéme d’équations linéaires homogenes de matrice CA a un moins

une variable libre et a donc une infinité de solutions. Comme C' est inversible, il en est de méme du systéme
équivalent d’équations linéaires homogenes de matrice A.

Il s’agit d'une deuxieme démonstration de ce résultat. La premiere s’appuyait sur la théorie des espaces
vectoriels (voir proposition 5.4.11).
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