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1 Systemes d’équations linéaires

1.1 Enoncés

Exercice 1 - K = R. Nous considerons I'équation linéaire : x1 + x9 + x3 + x4 = 0.

1) Qu’est ce qu'une solution de cette équation ?

2) Donner l'ordre des variables ? Ce systeme est-il triangulé ? Quelles en sont les variables libres ?
3) Donner les solutions de cette équation.

Exercice 2 - K = R. Nous considerons I’équation linéaire : 2z + x9 — x3 — 414 = 5.

1) Qu’est ce qu'une solution de cette équation ?

2) Donner l'ordre des variables ? Ce systeme est-il triangulé ? Quelles en sont les variables libres 7

3) Donner les solutions de cette équation comme somme d’une solution particuliere et des combinaisons
linéaires de 3 éléments de R*.

4) Ecrire I’équation homogéne associée. Quelles sont les solutions de cette équation ?

Exercice 3 - K = R. Nous consideron le systeme d’équations linéaires :

T+ r2 — wy — x4 = 1
T + 229 — 223 — 2x4 = 0

(E)

1) Donner un systéeme triangulé E’ ayant les mémes solutions que FE.
2) Quelles sont les variables libres de E' 7 Résoudre alors E'.

Exercice 4 - K = R. Nous considerons le systeme d’équations linéaires :

T + Z2 — I3 — X4 =1 (El)
(E) T + 21’2 - 2$3 - 21]4 =0 (EQ)
207 + xy + x5 4+ wy = 2 (Ej)

1) Quel est I'ordre des variables du systeme linéaire E 7 Quel est 'ordre des équations Ey, Fy, E3 7
2) Donner un systeme triangulé E” ayant les mémes solutions que E. Préciser les variables libres de E” 7
3) Résoudre le systeme linéaire F.



Exercice 5 — Nous considerons le systeme d’équations linéaires :

ry + x9 4+ T3 + 14 = 3 (Ey)
(E) 21'1 — X2 + 2513'3 — 31’4 = 0 (EQ)
41’1 — 51’2 + 4I3 - 11334 = —6 (Eg) .

1) Donner en utilisant avec précision I’algorithme de triangulation du cours un systeme triangulé ayant les
mémes solutions que E. Quelles sont les variables libres du systeme triangulé obtenu ?

2 ) Déterminer les solutions dans R? de F & I'aide de ces variables libres. Vous exprimerez ces solutions sous
forme de la somme d’un élément de R* et de ’ensemble des combinaisons de deux éléments de R* que 1’'on
précisera.

3) Quelles sont alors les solutions du systéme sans second membre associé a F ?

Exercice 6 — Nous considérons le systeme d’équations linéaires a coefficients réels :

xrT — Tro + r3 — Ty = 2 (E1>
(E) 21‘1 — 21’2 + 31‘3 — 41‘4 = 3 (Ez)
€Ty — X9 + T4 = 3 (Eg)

1) Quel est l'ordre des variables de ce systeme ? Donner en utilisant avec précision l'algorithme de
triangulation du cours un systeme triangulé ayant les mémes solutions que E. Quelles sont les variables libres
du systeme triangulé obtenu ?

2 ) Déterminer les solutions dans R* de E a laide de ces variables libres. On exprimera ces solutions sous
forme de la somme d'un élément de R* et de I’ensemble des combinaisons d’éléments de R* que ’on précisera.
3) Mémes questions avec le systéme d’équations linéaires :

rT — To + r3 — Ty = 2 (Sl)
(H) 2%1 — 21’2 + 333'3 — 4.]74 = 3 (SQ)
xr, + i) + Ty = 3 (53)

Exercice 7 - K = R. Nous considerons le systeme d’équations linéaires :

T + X9 — I3 + Iy =1 (El)
(E) 21]1 + 4.T2 + 41‘3 — 41]4 =0 (EQ)
31’1 + 2172 + 21‘3 - 21’4 = 4 (E3)
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1) Quel est 'ordre des variables du systeme E 7 Quel est U'ordre des équations Fy, Ey, E3 7

2) Donner un systéme triangulé £’ ayant les mémes solutions que E. Quelles sont les variables libres de ce
systeme triangulé ?

3) Résoudre le systeme d’équations linéaires F.

Exercice 8 - Nous considerons le systeme d’équations linéaires :

Ty + 22 —T3 + T4 =1 (El)
(E) Ty + 21‘2 + 31’3 - 41}4 =0 (EQ)
Ty + 2.172 — 31‘3 + a4 = 2 (Eg)

1) Donner un systeme triangulé E’ ayant les mémes solutions que E. Quelles sont les variables libres de ce
systeme triangulé 7
2) Résoudre ce systeme en exprimant ses solutions a l’aide des variables libres du systeme triangulé 7

Exercice 9 - Nous considerons le systeme d’équations linéaires :

—XT3 + X9 + 2 = 1 (E1>
(E) —2.1’3 + 221?2 + =0 (EQ)
T3 + 1z 4+ 2r; = 2 (Es3)

1) Quel est 'ordre des variables du systéme linéaire E 7

2) Quel est l'ordre des équations Fy, Fy, E3 7

3) Donner un systeme triangulé £’ ayant les mémes solutions que E.

4) Quelles sont les variables libres de E' 7 Quelles sont les solutions de E’ 7 Quels sont les triplets de réels
(21, 22, x3) de réels solutions de E 7

Exercice 10 -
Nous considerons le systeme de 3 équations a 4 inconnues :

1 + xe — x3 — x4 = 1 (B

(E) Ty + X9 + r3 — 2$4 = 3 (EQ)
21’1 — Ty + 2ZE3 — Ty = 2 (Eg)

31’1 + 3ZE3 — 31’4 = 5 (E4)



1) Quel est l'ordre des variables z, 9, 3, x4 de ce systeme. Trianguler ce systéeme d’équations a l'aide de
I’algorithme de Gauss. Quelles sont les variables libres de ce systeme 7
2) Résoudre le systeme E. Vérifier les calculs.

Exercice 11 — Nous considerons le systeme de 4 équations a 4 inconnues a coefficients rationnels :

r, + 21‘2 — T3 + 21’4 = 1 (El)

(E) 2l‘1 — To + T3 + 31‘4 = 1 (Ez)
3r1 + X9 + dxy = 2 (Eg)

Ty, — 319 + 223 + w14 = 0 (Ey)

1) Quel est l'ordre des variables x1,x9, x3, x4 de ce systéeme. Trianguler ce systéme d’équations a l'aide de
I’algorithme de Gauss. Quelles sont les variables libres de ce systeme 7

2) Trouver les quadruplets de nombres rationnels solutions du systeme (F).

3) Vérifier les calculs en testant une solution particuliere.

4) Résoudre le systeme :

T + 2£L'2 — T3 + 2ZE4 = 0 (Ei)
(E ) 201 — 3 + x3 4+ 3y = 0 (Eé)
h 3£C1 + T2 + 5.CC4 =0 (Eé)
ry — 3I2 + 2l’3 + Ty = 0 (Efl)
1.2 Corrections
Correction de 1’exercice 1 :
1) Une solution de I'équation z7 + 2 + 3 + 4 = 0 est un quadruplet de réels (si,s9, 3, 54) tels que

81+52+83+84:0.

La variable x; est la premiere variable, la variable x5 la deuxieme, x3 la troisieme et x4 la quatrieme. L’équation
commence par zi. elle est d’ordre 1. Comme le systeme est constistué d'une seulle équation d’odre 1, 'ordre
des équations du systeme est strictement croissant. Le systéme est triangulé. La variable z; est la seule



variable de tete. Les variables x5, x3, x4 sont les variables libres.

2) Le quadruplet de réels (x1, 9, 23, x4) est une solution de notre équation si et seulement si :
T1 = —T9 — T3 — X4
Ainsi , I'ensemble S des solutions est :

S = {(—wy—x3— 14,79,23,74) telsque xo,x3,74 € R} |
= {+22(-1,1,0,0) + 23(—1,0,1,0) + 24(—1,0,0,1)) tels que mo,x3,74 € R}

Ainsi, les solutions de notre équation sont 1 toutes les combinaisons linéaires des trois éléments de R* :
(—1,1,0,0), (—1,0,1,0) et (—1,0,0,1).

Correction de ’exercice 2 :

1) Une solution de ’équation 2x; + xo — x3 — 4xy = 5 est un quadruplet de réels (si,s9, S3,54) tels que
251 4+ S9 — 83 — 4s4 = 5.

La variable z; est la premiere variable, la variable x5 la deuxieme, x5 la trosieme et x4 la quatrieme. L’équation
commence par x;. elle est d’'ordre 1. Comme le systeme est constistué d’une seulle équation d’odre 1, 'ordre
des équations du systeme est strictement croissant. Le systéme est triangulé. La variable x; est la seule
variable de téte. Les variables x5, x3, x4 sont les variables libres.

2) Le quadruplet de réels (x1, 9, x3, x4) est une solution de notre équation si et seulement si :

1 1 5
T = —§$2+§$3+2$4+§

Ainsi , 'ensemble S des solutions est :
1 1 5
S = {(—§x2 + 53 + 224 + §,x2,x3,x4) tels que x5, 73,24 € R} |

) 1 1
= {(§,0,0,0)+ZE2(—§,1,0,0)+ZL’3(§,O,1,0)+I4(2,0,0,1)) tels que T2, T3,T4 € R}



5
Ainsi, les solutions de notre équation sont les sommes du quadruplet de réels (5, 0,0,0) avec toutes les com-

1 1
binaisons linéaires des trois éléments de R* : (—5, 1,0,0), (5, 0,1,0) et (2,0,0,1).

3) L’équation homogéne associée est
201+ a0 —x3 — 44 =5
Ses solutions sont :
{xg(—;, 1,0,0) + Ig(;, 0,1,0) + 24(2,0,0,1)) tels que x, 23,24 € R}

Correction de ’exercice 3 :

1) Notons E le systeme :

(E) r1 + X2 — X3 — T4 =1 (E1>
Ty + 2[)’22 - 21‘3 - 21’4 = 0 (Eg)

Les variables de ce systeme sont x1, xq, x3, x4 ordonnées naturellement (z; est la premiere variable, ...). Les
équations E; et E, du systeme E sont d’ordre 1. Notre systeme est donc ordonné. Le systeme suivant a les
mémes solutions que (F) :

(E/) r1T + X9 — X3 — Ty = 1 (El)
Tog — T3 — T4 = —1 (EQ—E1>

L’équation E; est d’ordre 1 de variable de téte zq, I’équation Fy — E; est d’ordre 2 de variable de téte x».
Ainsi, le systeme E’ est triangulé. Ses variables libres sont x3 et 4.

2) Pour résoudre E’, donc F, il suffit de remonter les équations de E’. La derniere équation de £’ donne
I’expression de x5 a l’aide des variables libres x3 et x4 :

$2:$3+I‘4—1



Remplagons z5 par sa valeur dans les équations précédentes, on obtient :
ZE1+JZ3+ZL‘4—1—I’3—ZE4:1 s

soit :
1'1—1:1

Nous obtenons donc 'expression de x; a ’aide des variables libres x3 et x4 : 1 = 2. Ainsi, 'ensemble S des
solutions est :
S={(2,x3+ x4 —1,23,24) telsque z3,24 € R} |

S ={(2,-1,0,0) + 23(0,1,1,0) + 24(0,1,0,1) tels que x3,z4 € R}

Pour vérifier, nous constatons bien que (2, —1,0,0) est une solution de E et que (0,1,1,0) et (0,1,0,1) sont
solutions du systeme sans second membre associé a E :

r1 + Io — I3 — X4 = 0

(£o) Ty + 219 — 223 — 2z4 = 0

Correction de ’exercice 4 :

1) Le systeme E a quatre variables. L’ordre des variables du systeme E est I'ordre naturel : z; est la premiere
variable, x5 la deuxieme, x3 la troisieme et x4 la quatrieme. Les coefficients dans F4, Fy et E3 de x1 sont non
nuls. Les trois équations Fy, Fy et F3 sont donc d’ordre 1. Le systeme E est donc ordonné.

2) Démarrons l'algorithme de triangulation.

Etape 1 : Utilisons (E;) pour faire monter 'ordre des équations suivantes. Le systéme suivant a mémes
solutions que E :

Ty + xy — xy — x4y = 1 (FE)
(E") Ty — Xz — T -1 (Ey=Ey,— E)
— Ty + 3LL’3 + 31’4 = 0 (Eé = E3 - 2E1>
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Les équations Ey, EY, EY sont respectivement d’ordre 1,2,2. Ce syteme est ordonné.

Etape 2 : Utilisons la deuxiéme équation pour faire monter l'ordre de la troisieme. Le systeme suivant a
mémes solutions que F :

r1 + Xy — X3 — X4 = 1 (El)
(E") g — w3 — x4 = —1 (Ejy)
2.1‘3 + 21’4 = —1 (Eé/ = Eé + Eé)

Les équations de ce dernier systeme sont d’ordre respectivement 1, 2, 3. Ce systeme est triangulé. L’algorithme
de triangulation aboutit ici en deux étapes. Les variables de téte du systéme triangulé précédent E” sont xq
pour la premiere équation, xo pour la deuxieme équation et x3 pour la troisieme équation. Ainsi, x4 est la
seule variable libre de ce systeme triangulé.

3) Résolvons le systeme triangulé E” qui a mémes solutions que notre systeme E. La derniére “quation de
E” donne :

1
25[)3:—1—2.]]4 s x3:—§—x4.
I1 vient alors : 3
3?2:373—1-334—1:—5.
Puis :
3 1
1’1:—172—1-563—1-334—!—1:5—5—1—1:2
Les solutions de E sont donc ’ensemble :
3 1
{(2, 55 :E4,934) tels que x4 € R} ,

ou encore : -
{(2,—5,—5,0)—1—3:4(0,0,—1,1) tels que z4 € R}

11



Correction de ’exercice 5 :

1) L’ordre des variables 1, %, x3, 24 est Uordre naturel. Les trois équations de E sont d’ordre 1. Le
systeme est donc ordonné. Démarrons l'algorithme de triangulation.

Etape 1 : Utilisons E; pour faire monter 'ordre des équations suivantes. Le systeme suivant a mémes
solutions que F :

Ty + X2 + Tz + 24 =3 (Er)
(E/) - 31‘2 - 51‘4 = —6 (Eé = E2 — 2E1)
— 9y — 152y = —18 (E,=E;—4E))

Les équations Ey, By, EY sont respectivement d’ordre 1,2, 2. Ce systeme est ordonné.

Etape 2 : Utilisons la deuxieme équation pour faire monter 'ordre de la troisieme. Le systeme suivant a les
mémes solutions que F :

rT + 12 + x3 + x4 = 3 (EY)
— 31’2 — 5.774 = —6 (Eé = E2 — 2E1)
0 =0 (B4 — 3EY)

"Nettoyons” le systeme obtenu en enlevant I’équation 0 = 0. On obtient un systeme ayant les mémes solutions
que E :
r1 + T2 + X3 + x4 = 3 (El)

"
(E ) — 3$2 — 5274 = —6 (Eé = E2 — 2E1)

Les équations de ce systeme sont d’ordre respectivement 1, 2. Ce systeme est triangulé. Le premier algorithme
est terminé.

2) Résoudre E revient donc a résoudre le systeme triangulé E”. La variable de téte de (Fj) est xq, la
variable de téte de (EY) est xq, les variables libres de E” sont donc x3 et x4. Résolvons ce systeme triangulé
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en suivant la méthode du cours. La derniere équation donne :

5
x2:2—§x4

Remplacons cette valeur de x5 dans 1’équation précédente, on obtient :
T1+x3— x4 =1
1 37 3T
Nous obtenons :
rTn=1—-23+ -z
1 3T 37
Nous avons ainsi exprimé x; et x5 a ’aide des variables libres. Ainsi, ’ensemble S des solutions de F est :

2 5
S={(1-xz3+ 3% 2 — §x4,x3,x4) tels que z3,z4 € R}

2 5
Soit : S ={(1,2,0,0) + 23(—1,0,1,0) + x4(§, —g,O, 1) telsque 3,24 € R}

Nous avons, comme demandé, exprimé ’ensemble des solutions de E sous la forme de la somme d’une

5)
solution particuliere (1,2,0,0) et des combinaisons des vecteurs (—1,0,1,0) et (g, —3 0,1) de R™.
3) Nous savons que '’ensemble :

~ 2 5
S ={x3(—1,0,1,0) + x4(§, —5,0, 1) telsque 3,74 € R}

est 'ensemble des solutions du systeme sans second membre :

|
o

_ T + X9 + 3 + 24
(E) 2:81 — 2(132 + 2133 - 3ZE4
4[E1 - 5£L'2 + 41’3 - ]_11’4 =0

I
o
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On peut vérifier que I'on ne s’est pas trompé dans les calculs en constatant que (1,2,0,0) est solution des

2 5 ~
3 équations de E et que (—1,0,1,0) et (g, —3 0, 1) sont solutions des trois équations de E.
Correction de ’exercice 6 :

1) La premiere variable est x1, la deuxieme x9, la troisieme x5 et la quatrieme 4. le systéeme E est ordonné
car les trois équations du systeme sont d’ordre 1.

Etape 1 Elle consiste a utiliser la premiere équation du systeme E pour faire monter I'ordre des suivantes;
puis, si besoin est : nous simplifions , stoppons ou on ordonons. Utilisons donc la premiere équation du
systeme E pour faire monter 'ordre des suivantes :

Ty — X9 + T3 — Ty = 2 (El)
(E/) r3 — 21’4 —1 (Eé = E2 — 2E1)
— T3 -+ 21’4 = 1 (Eé = E3 — El)

Ce systeme est ordonné.

Etape 2 Elle consiste a utiliser la deuxieme équation du systeme E’ pour faire monter I'ordre des suivantes;
puis, si besoin est : nous simplifions , stoppons ou on ordonons. Utilisons la deuxieme équation du systeme
E’ pour faire monter 'ordre des suivantes :

ry — X9 + r3 — Ty = 2 (El)
+ x3 — 21‘4 = —1 (Eé = Eg — 2E1>
+ 0 = 0 (B4 — EY)

Nous pouvons supprimer la derniere équation 0 = 0. Nous obtenons donc le systéme triangulé E” qui a méme
solution que le systeme de départ :

Ty — X9 + T3 — Ty = 2 (El)

!
(E") + or3 — 214 = -1 (By)
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Les variables de téte des équations de ce systeme triangulé sont x1 et x3. Les variables libres sont donc x5 et x4.

2) Pour résoudre un systeme triangulé, on part de la derniere équation et on remonte. La derniére équation
donne :

T3 = -1+ 2(1]4
La premiere équation donne alors :
T :ZL'Q—J]3+ZE4+2:J]2+1—2I4+$4+2:l‘2—[E4—|—3.

Soit S I’ensemble des solutions de E, on obtient :

S={(xg — x4+ 3,29, —1+2x4,24) telsque x9,24 € R}

)

S ={(3,0,—1,0) + 22(1,1,0,0) + 24(—1,0,2,1) tels que 9,24 € R}

Vérification Le lecteur vérifiera que (—1,0,2,1) est bien solution de

)

rKT — To + r3 — Ty = 2 (E1>
(E) 2£L'1 — 21‘2 + 31’3 - 41’4 = 3 (Eg)
T o= T + x4y = 3 (BEj3)

et que (1,1,0,0) et (—1,0,2,1) sont solutions du systéeme dit homogene associé a E :

1 — To + rs — Ty = 0
21 — 2x9 + 3x3 — 4dzy = 0
rT — T + Ty = 0

3) La premiere variable est z, la deuxiéme xq, la troisieme x3 et la quatrieme x4. le systéme H est
ordonnée car les trois équations du systeme sont d’ordre 1.

15



Etape 1 Elle consiste a utiliser la premiere équation du systeme H pour faire monter 'ordre des suivantes;
puis, si besoin est : nous simplifions , stoppons ou on ordonons. Utilisons la premiere équation du systeme
H pour faire monter l'ordre des suivantes :

rT — ) + r3 — Ty = 2 (Sl)
r3 — 2.354 = -1 (SQ — 251)
2.1'2 — 3 -+ 2£C4 = 1 (53 — Sl>
Ordonons, on obtient :
r1 — To + rs — Ty = 2 (Sl)
(HI) 2272 — X3 + 2ZL’4 = 1 (Sg - Sl)
rs — 2234 = -1 (Sg — 251)

Comme ce systeme est triangulé ’algorithme est terminé en une étape. Il admet pour seule variable libre :
x4. Résolvons H donc H’. Partons de la derniere équation et remontons :

T3 = —1+2£L'4

La deuxieme équation donne alors :
200 =3 — 204+ 1=—-142x4— 22, +1=0.
On obtient x5 = 0. La premiere équation donne alors :
T1=To— T3+ r4+2=1—-2044+2x4+2=3—14
Soit 3 I'ensemble des solutions de S, on obtient :
Y ={(B—24,0,—1+42x4,24) telsque z4€ R} |

¥ ={(3,0,—-1,0) + z4(—1,0,2,1) telsque x4 € R}

16



Vérification : Le lecteur vérifiera que (—1,0,2,1) est bien solution de H et que (1,1,0,0) et (—1,0,2,1)
sont solutions du systeme dit homogene associé a H :

r1 — To -+ r3 — Ty = 0
21‘1 — 2332 + 31’3 — 4.’L’4 =0
r1 + X + x4 = 0

Correction de ’exercice 7 :

1) Le systéme % a quatre variables. L’ordre des variables du systéme % est l'ordre naturel : z; est la
premiere variable, x5 la deuxieme, x3 la troisieme et x4 la quatrieme.
Les coefficients dans F;, Es et E3 de x; sont non nuls. Les trois équations E;, Fy et E3 sont donc d’ordre 1.

2) Le systeme E est donc ordonné. Démarrons 'algorithme de triangulation.

Etape 1 : Utilisons E; pour faire monter l'ordre des équations suivantes. Le systeme suivant a mémes
solutions que F :

r1 + X9 — I3 + x4 =1 (El)
(E/) 21’2 + 6253 — 6!174 = =2 (Eé = E2 — 2E1)
— T2 + 51’3 — 5ZE4 = 1 (E:/)) == E3 — 3E1)

Les équations Ey, F), EY sont respectivement d’ordre 1,2,2. Ce syteme est ordonné.

Etape 2 : Utilisons la deuxieme équation pour faire monter 'ordre de la troisieme. Le systéeme suivant a
mémes solutions que £’ :

r1 + 22 — XT3 + x4 = 1 (El)

(EH) 2[E2 + 61‘3 - 61’4 = =2 (Eé)
8rs — 8rg = 0 (BY = E3+(1/2)E)

17



Les équations de ce dernier systeme sont d’ordre respectivement 1, 2, 3. Ce systeme est triangulé. L’algorithme
de triangulation aboutit ici en deux étapes.

Etape 3 Résolvons le systeme triangulé £’ qui a mémes solutions que notre systeme F. La derniére “quation
de E’ donne x3 = x4. Nous obtenons alors : xy = —1, puis x; = 2. Ainsi, les solutions de notre systéue sont :

{(2,—1,24,24) telsque z4€ R} |
ou encore :
{(2,-1,0,0) + 24(0,0,1,1) telsque =z, € R}

Correction de ’exercice 8 :

Le systeme E a quatre variables. L’ordre des variables du systeme E est 'ordre naturel : x; est la premiere
variable, x5 la deuxieme, x3 la troisieme et x, la quatrieme.
Les coefficients dans E;, Es et E3 de x; sont non nuls. Les trois équations Ey, Fy et F3 sont donc d’ordre 1.
Le systeme E est donc ordonné. Démarrons ’algorithme de triangulation.

Etape 1 : Utilisons E; pour faire monter 'ordre des équations suivantes. Le systeme suivant a les mémes
solutions que E’ :

Ty + X9 — X3 + a4 = 1 (El)
(E/) Ty + 4.’133 — 51}4 = -1 (Eé = EQ — El)
Ty — 2x3 + Ozy = 1 (BE)=E;—E)

Les équations Ey, EY, EY sont respectivement d’ordre 1,2, 2. Ce systeme est ordonné.

Etape 2 : Utilisons la deuxieme équation pour faire monter 'ordre de la troisieme. Le systeme suivant a
meémes solutions que E’ :

1 + To9 — I3 + 24 =1 (El)
(E”) To + 4(133 - 5$4 = -1 (Eé)
— 6wy + 5wy = 2 (EY =Ej— Ey)
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Les équations de ce dernier systeme sont d’ordre respectivement 1, 2, 3. Ce systeme est triangulé. L’algorithme
de triangulation aboutit ici en deux étapes.
Les variables de tétes de ce dernier systeme triangulé sont x1, x5 et x3. Ce systeme triangulé admet donc x4
comme seule variable libre.

2) Résolvons le systeme triangulé. La derniere ‘équation donne :

1 5
I3 = —g + 61’4
Il vient : 410 15
x2:—1—4x3+5x4:—1+§—§x4+5x4:§+§x4
Il vient enfin :
_1 n _1 1 5 1 n 5 B 1 11
T = T2 T3 Ty = 3 31’4 3 63174 Ty = 3 6 Ty

Soit S I’ensemble des solutions de E”, on obtient :

1 11 1 5 1
S = {(g RG] + 3703 + 6964,354) tels que z4 € R}

11 1 11
S = {(5757_570) +9€4(—€, ?5’ 2,1) tels que x4 € R}

Vérification : on constate bien que (%, %, %, 0) est solution du systeme E” et que (—%, g, %, 1) est solution

du systeme ”homogene associé :

T + T2 — T3 + Ty =0
(Ehom) T + 21‘2 + 35(73 — 4ZE4 =0
r, + 2[L‘2 — 31}3 + x4 =0

Correction de ’exercice 9 :
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1) Le systeme E a trois variables. La variable x3, écrite le plus & gauche, est la premiere variable, puis xs
qui est donc la deuxieme variable et enfin z; la troisieme.

2) Les coefficients dans Fy, Fy et F3 de 3 sont non nuls. Les trois équations E;, Fy et F3 sont donc
d’ordre 1.

3) Le systeme E est donc ordonné. Démarrons I’algorithme de triangulation.

Etape 1 : Utilisons (E;) pour faire monter 'ordre des équations suivantes. Le systéme suivant a mémes
solutions que le systeme :

—x3 + X9 + 2 =1 (El)
—xr; = —2 (Ey — 2F)
2]72 + 3ZE1 = 3 (Eg + El)

Les équations FEi, By — 2FE;, F3 + E; sont respectivement d’ordre 1,3,2. Ce systeme n’est pas ordonné.
Permutons les deux dernieres équations, on obtient le systéme triangulé E’ ayant les mémes solutions que E:

—XI3 + T + I =1 (El)
(El> 2$2 + 31’1 = 3 (Eg + El)

L’algorithme de triangulation est donc terminé en une étape.

4 ) Le systéme triangule E’ n’a pas de variable libre. En effet les trois variables de ce systéme sont
respectivement les variables de téte des équations de E’. En remontant les équations de E’, on obtient que le
systeme E a pour unique solution :

1 3
=(—=,—=,2
(83,82,51) = ( 9 "o )
Dong, il y a un seul triplet (21, z9, x3) de réels solution de E, le triplet :
3 1

(27_* *)

2" 2

20



Correction de l’exercice 10 :

1) La premiere variable est x1, la deuxiéme x9, la troisieme 3 et la quatrieme 4. le systeme E est ordonné
car les trois équations du systeme sont d’ordre 1.

Etape 1 Elle consiste a utiliser la premiere équation du systeme E pour faire monter 'ordre des suivantes;
puis, si besoin est : nous simplifions , stoppons ou on ordonons. Utilisons donc la premiere équation du
systeme F pour faire monter 'ordre des suivantes :

Ty + Tro — Ty — X4 = 1 (El)
21‘3 — T4 = 2 (E2 — El)
- 31’2 + 41’3 + 14 = 0 (Eg — 2E1)
— 3.1'2 + 61’3 = 2 (E4 — 3E1)
Ordonnons ce systeme :
ry + Lo — r3 — X4 = 1 (El)
(E/) - 3752 + 6133 = 2 (E4 — 3E1)
- 31‘2 -+ 41’3 + 14 = 0 (Eg - 2E1)
21’3 — Ty = 2 (Eg — El)

Etape 2 Elle consiste a utiliser la deuxieme équation du systeme E’ pour faire monter I'ordre des suivantes;
puis, si besoin est : nous simplifions , stoppons ou on ordonons. Utilisons la deuxieme équation du systeme
E’ pour faire monter 'ordre des suivantes :

r, + To — Ty — Xy = 1 (El)
(E,,) — 31’2 + 6ZE3 = (E4 — 3E1)
— 2.173 + 14 = —2 (E3 — 2E1 — (E4 — 3E1))
2y — w4 = 2 (Ey— Ey)

Ce systeme est ordonné.
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Etape 3 Elle consiste a utiliser la troisieme équation du systeme E” pour faire monter I'ordre des suivantes;
puis, si besoin est : nous simplifions , stoppons ou on ordonons. Utilisons la troisieme équation du systeme
E" pour faire monter 'ordre des suivantes :

Ty + To — Ty — X4 = 1 (El)
— 31’2 + 61‘3 = 2 (E4 — 3E1)
— 2[12'3 + x4 = —2 (Eg — 2E1 — <E4 — 3E1))
0 = 0

Supprimons 1’équation 0 = 0, on obtient le systeme triangulé :

Ty + To — Tz — X4 = 1 (El)
(E") — 31y + 6us = 2 (E,-3E)
— 2113’3 + x4 = —2 (Eg — 2E1 — (E4 — 3E1))

L’algorithme est terminé.

Les variables de téte des 3 équations de E" sont respectivement xy, x5 et x3. Ce systeme (xE") admet
donc x4 comme seule variable libre.

2) En remontant les équations de ce systeme triangulé, nous obtenons :

1
$3:1+§x4 ; x2:§—|—$4 et x1:§+§x4.
Soit S I’ensemble des solutions de E, on obtient :
2 1 4 1
S={(z+ zw4, = + 24,1 + Zx4,24) telsque z4€R} |
3 2773 2
2 4 1 1
={(%,=,1 —1,-,1 1
S {(3,3, ,0)+x4(2, ,2,) tels que x4 € R}
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2 4 1 1
Vérification Le lecteur vérifiera que (=, =, 1,0) est bien solution de E et que (57 1, 3 1) est solution du

systeme dit homogene associé a (E) :

Ty + x93 — 13 — x4 = 0
Ty + 1y + 13 — 2134 = 0
21‘1 — Iy + 2[E3 — X4 =0
31’1 + 3.1'3 — 31’4 =0

Correction de ’exercice 11 :

1) La premiere variable est x1, la deuxiéme x9, la troisieme x5 et la quatrieme 4. le systeme E est ordonné
car les trois équations du systeme sont d’ordre 1.

Etape 1 Elle consiste a utiliser la premiere équation du systeme E pour faire monter I'ordre des suivantes;
puis, si besoin est : nous simplifions , stoppons ou on ordonons. Utilisons donc la premiere équation du
systeme E pour faire monter 1'ordre des suivantes :

r + 229 — a3 + 224 = 1 (E1)
(E,) — 5LU2 + 3373 — Ty = —1 (Eé = E2 — 2E1)
- 51’2 + 3ZL’3 — Ty = —1 (Eé = E3 - 3E1)
— 5(E2 + 31’3 — Ty = -1 (E’Zl = E4 — El)

Ce systeme est ordonné.

Etape 2 Elle consiste a utiliser la deuxiéme équation du systéme E’ pour faire monter I'ordre des suivantes;
puis, si besoin est : nous simplifions , stoppons ou on ordonons. Utilisons la deuxieme équation du systeme
E’ pour faire monter 'ordre des suivantes :

1 + 29 — x3 + 224 = 1 (Eq)
— 5372 + 3$3 — Ty = -1 (Eé:E2—2E1)
+ 0= 0 (B,—E)
+ 0 = 0 (E) — EY)
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On peut supprimer les deux dernieres équations 0 = 0. On obtient donc le systéme triangulé E” qui a méme
solution que le systeme de départ :

(E”> T + 2£L'2 — T3 + 2[[‘4 = ]_ (El)
— bxy + 313 — x4 = —1 (B = Ey — 2F)
Les variables de téte des équations de ce systeme triangulé sont x, et z5. Les variables libres sont donc
x3 et zy.

2) Nous cherchons des solutions rationnelles de ce systeme a coefficients rationnels. Nous travaillons donc
sur K = Q le corps des nombres rationnels. Pour résoudre un systeme triangulé, on part de la derniere
équation et on remonte. La derniere équation donne :

1 3 1
.2132:54‘5273—5234
La premiere équation donne alors :
3 1 8
= -2 -2 l==-——-x3— =
I To + X3 Ty + 5 51’3 5:13'4
Soit S ’ensemble des solutions de E, on obtient :
3 1 8 1 3 1
S = {(5 - 51‘3 - 5I47 5 + 5$3 - 5I4,I37$4) tels que 3,24 € Q}
31 13 8§ 1
S = {(g,g,0,0)+$3(—g,g,1,0)+$4<—57—5,0,1) tels que  Tg2,T4 € Q}

Remarque : Nous cherchons comme quadruplets de solutions des quadruplets de rationnels. Les coefficients
du systeme sont bien rationnels et on considere le systeme comme un systeme a coefficients rationnels. 11
reste a appliquer le cours pour trouver les solutions.
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31
3) On vérifie que (5, 5 0,0) est solution des quatre équations de (F).

4) Le systeme (E},) est le systeme homogene associé a (E). D’apres le cours, ses solutions sont donc

13 8 1

{(@a(— 5. 1.0) + au(—3 .

55 0,1) telsque z9,24 € Q}

Le lecteur pourra vérifier en reprenant les calculs analogues a ceux des questions 1 et 2.
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2 Matrices

2.1 Enoncés

Exercice 12 - Considérons les matrices a coeflicients réels :

=(3h) e (A

1 1 2 -1 -1 1
C=|[1 0 1 ., D= 1 0 1 , E:<_11 _01}
1 -1 0 0 1 0

Si elles ont un sens, calculer les matrices AB, BA, CD, DC, AE, CE.

Exercice 13 - (extrait partiel novembre 2011)
On considere les matrices a coefficients réels :

() e (T e ()

Calculer, s’ils ont un sens, les produits AB, BA, AC,CA, B2

Exercice 14 — On considere les matrices & coefficients réels :

a=(58) m=(5 30 7) (L)

1) Calculer s'ils ont un sens les produits AB, BA, AC,CA, BC,CB, B.
2) En déduire, sans plus de calcul, que A et C sont inversibles et préciser leurs inverses.
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Exercice 15 - Soit A la matrice de M3(R) et B la matrice de My 3(R) définies par :

—4 3 1 0 2
A_<—1 1) ’ B_<—11—1>

Si elles ont un sens, calculer les matrices AB, BA, A? , B et A+ 21d,.

Exercice 16 — Soit A, B, C' les matrices :

1

1
A= 2_2 0 €Mys(R), B=|1 2 |eMsyR), C= € My, (R)
2 -2 , L 3 : 1 2 ’

Déterminer les produits définis 2 a 2 de ces trois matrices.

2 41
Exercice 17 — Soit M =] 2 5 1
1 21
Calculer det(M) et retrouver la valeur de M ! en utilisant la formule d’inversion donnée dans le cours.

Exercice 18 — (extrait partiel novembre 2009)
1) Déterminer I'inverse M ! de la matrice :

12 3
M=|012|¢eMsR)
046

2) Déduire de la question 1 une matrice X de Mj;3(R)telle que :

1 0 0
2XM=10 1 0
0 -2 1
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Exercice 19 - 1) Déterminer I'inverse M1 de la matrice :
1 2 3
M = 01 1 S M373(R,)
02 3

2) Vérifier le calcul en effectuant les calculs des matrices MM~ et M1 M.
3) En déduire les triplets de réels (z1,x2, z3) tels que :

3 2 3 T I 1
0 31 i) =2 ) + 2
0 2 5 I3 T3 3

1 0 -1
M= -2 3 4
0 1 1

1) Calculer le déterminant de M, sa comatrice et 'inverse de M.
2) Résoudre a I'aide de l'inverse de M le systeéme suivant ot m est un réel fixé :

X — I3 = m
*(m) —2x1 + 3wy + 4dxy = 1
4+ x93 + 3 = 2m
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2.2 Corrections

Correction de l’exercice 12 :

Le lecteur vérifiera que :
0 0 6 3
AB_(O O) ’ BA_(—lZ —6)

0 1 2 -1 -2 -3 L o 3
cp=|-1 0 1| , DC=| 2 0 2 , AE:(_1 s 3>
~2 -1 0 1 0 1

Le produit CE n’a pas de sens car la taille des colonnes (a savoir 2) de E est différent de la taille des
lignes (& savoir 3) de C.

Correction de l’exercice 13 :

On trouve :
2 -2 0 0 0 3 3
AB:<2—2 0) ACZ(Q 0) CA_<—3 —3)

Les deux autres produits B% et BA n’ont pas de sens.

Correction de ’exercice 14 :

1)
-2 0 2
AB = ( 0 -2 2 )
BA n’a pas de sens car la taille des lignes de B n’est pas égale a celle des colonnes de A.

-2 0
AC—< 0 _2>——21d2

-2 0
C’A—( 0 _2>——2Id2
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-10 7 3

BC n’a pas de sens car la taille des lignes de de B n’est pas égale a celle des colonnes de C'.
B? n’a pas de sens car la taille des lignes de de B n’est pas égale & celle des colonnes de B.

OB:< 22  —15 —7)

2) Nous avons : AC = CA = —2Id,, nous en déduisons :

Correction de l’exercice 15 :

La matrice BA n’a pas de sens.



La matrice B? n’a pas de sens.

—4 1 -2
v (70 ) e (10) < (22)

Correction de ’exercice 16 :

6 0 -2
ABz(ZIj),BA: 10 2 -4 ,CA:<102 _24 _24>,
—-10 -8 6
2 1
BC=| 3 3 ,02:<g_33>.
-2 =7
Les matrices AC' , CB, A? et B? ne sont pas définis.

Correction de l’exercice 56 :

Un calcul donne detM =2(5—-2) —2(4—-2)+(4—-5)=6—-4—-1=1.
Ainsi, par la formule donnée a la fin de la sous-section 77 :

1 5—2 —(4-2) 4—-5 3 -2 -1
M'=-| -2-1 2-1 —-2-2) |=|-1 1 0
P\ 45 —a—9 10-8 10 2
Correction de I’exercice 57 :
1)
1 0 —(1/2)
M't=[0 -3 1
0 2 —(1/2)
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2) Multiplions I’équation par M1 & droite. Notre équation équivaut a :

1 0 0
XeM3R) et 2X=[0 1 0 |M!
0 —2 1

Cette équation a comme unique solution :
1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 —(1/2) /2 0 —(1/4)
X:§010M‘1:§01O 0 -3 1 = 0 =3/2 1/)2
0 -2 1 0 -2 1 0 2 —(1/2) 0 4 —(5/4)
Correction de I’exercice 58 :
1 0 -1
M7tfo 3 —1]|.
0 -2 1

2) Nous vérifions par des calculs de produits ligne-colonne :

1 2 3 1 0 -1 1 0 -1 1 2 3 1 00
011 0O 3 -1 |=(0 3 -1 01 1|=]0120
0 2 3 0 -2 1 0 -2 1 0 2 3 0 01

3) L’équation matriciele équivaut a :

3 2 3 T T 1
0 3 1 Ty | =20 2 | =] 2 ;
0 2 5 T3 T3 3

1) Nous obtenons

soit :



Il vient
7 1 1 0 -1 1 —9
zo |=M7'[2]|=|10 3 -1 2 | = 3
x3 3 0 -2 1 3 -1
Ainsi, notre équation admet pour unique solution le triplet de réels : (—2,3,—1).

Correction de I’exercice 20 :

1)
3 4 0 —1 0 —1
det M = 1det(1 1)—(—2)det<1 1 >+0det<3 4 >

= —1+4+2=1

Le déterminant de M est non nul, la matrice carrée M est donc inversible. La comatrice de M est donnée

par la formule :
3 4 -2 4 -2 3
+det < 11 ) —det 0 1 +det< 0 1 )

0 —1 1 -1 1 0
Com (M) = | —det 11 +det 01 —det(0 1)

0 —1 1 -1 1 0
+det 3 4 —det<_2 4> +det<_2 3)
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Soit :

-1 2 =2
ComM=| -1 1 -1
3 -2 3
On a alors :
1 -1 -1 3
= detMt(ComM) =" ComM)=| 2 1 =2
-2 -1 3
2) Le systeme linéaire équivaut a 1’équation matricielle :
1 0 -1 Ty m
-2 3 4 Ty | = 1
0O 1 1 T3 2m
Il en résulte :
T m -1 -1 3 m 5m —1
z, | =M1 1 |=| 2 1 -2 1 | =] —2m+1
T3 2m -2 -1 3 2m dm —1

Ainsi, le systéme *(m) admet I'unique solution : (5m — 1,—2m + 1,4m — 1).
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3 Espaces vectoriels

3.1 Enoncés

Exercice 21 — Nous considérons le sous-espace vectoriel F' de R* formé des solutions du systéme suivant :

(%) Ty —X9—23+2x4 = 0
T+ 20 +2x23+x4 = 0

1) En résolvant ce systeme suivant ’algorithme du cours, donner une base de F. Quelle est la dimension de

F?

2) Soit u = (—4,-1,3,3) et v = (=3,-3,6,3). Montrer que u et v appartiennent a F. Quelles sont les

coordonnées de u et v dans la base déterminée a la question 1. En déduire que (u,v) est une base de F.

Exercice 22 - Soit B = (ey, €3, e3) une base d'un R-espace vectoriel E.

1) Montrer en utilisant la définition que B’ = (e; + e3 + e3, €5 + €3, e3) est une base de E. Pourquoi aurait-il
été suffisant de montrer que la famille (e; + es + e3, €2 + e3, €3) était libre ou génératrice 7

2) Quelle est la matrice P de passage de la base B & la base B’ ? Calculer P~

En déduire les coordonnées dans la base B’ d'un vecteur de coordonnées (z1,xs,23) dans la base B. En
déduire les coordonnées de e;, e5 et e3 dans la base B’ ?

Exercice 23 — Nous considérons le sous-espace vectoriel F' de R* formé des solutions du systéme suivant :
r1+2r9+ax3+ax4 = 0 (F

(*) T1 — X9 — T3+ 21’4 = 0 (Eg)
21‘1 + Z9 + 31‘4 = 0 E

Déterminer une base de F.

Exercice 24 — Soit E un R espace vectoriel de base (e1,e3). On pose u; = e + eg et ug = e — es.
1) Montrer par deux méthodes que la famille (uy, us) est une base.
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2) Exprimer par deux métodes e, puis €5 comme une combinaison linéaire de wuy, us.
3) Si un vecteur u de E a pour coordonnées (A, B) dans la base (u,us), quelles sont les coordonnées (a, b)
de u dans la base (eq, e3) et inversement ?

Exercice 25 — Nous considérons le sous-espace vectoriel Fy de R* formé des solutions du systéme suivant :

(*) x|+ 2562 +IT3+x4 = 0 (E1>
To — T3+ 2134 =0 (Eg)

et le sous-espace vectoriel 5, de R?* formé des solutions du systéme suivant :

(E1)
(E5)

Préciser Fy, F, et F}y N F, et une base de ces trois sous-espaces vectoriels de R?.

0
0

(**){ [L’1—|—2$2—|—ZL'3—|—$4 =
Ty =

Exercice 26 - Nous considérons le systeme d’équations linéaires a coefficients réels :

T + 41‘2 - 31‘4 = 0 (El)
(E) 2[171 + 4£L'2 — rs — 31’4 = 0 (
3r; + 4wy — 223 — 3x4 = 0 (

On note P le sous-espace vectoriel de R* constitué des solutions de (E).
1) Préciser en utilisant 'algorithme de résolution une base B de P.
2) Vérifier que les vecteurs u = (1, —1,1,—1) et v = (0, 3,0, 4) appartiennent a P.

3) Déterminer les coordonnées des vecteurs u et v dans la base B déterminée dans 1).
4) Montrer que (u,v) est une base de P.
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Nous considérons le systeme d’équations linéaires a coefficients réels :
T3 = 0
(E')
Ty = 0

Nous notons F' le sous-espace vectoriel de R* constitué des solutions de (E”).

5) Montrer que PN F = {0}.

6) Déterminer une base de F.

7) Soit & = (w1, z9, 73, 74) € R, montrer qu'il existe 2/ = (x}, 24, x5, 2)) € P et 2" = (2,24, 24, 2)) € F tel
que © =z’ + z”. On déterminera z’ et z”.

3.2 Corrections

Correction de ’exercice 21 :
1) F est constitué des solutions d'un systeme homogene a coefficients réels de deux équations a quatre
inconnues. C’est donc un sous-espace vectoriel de R*. F est encore formé des solutions du systéme homogene :

(%) Ty —x9—ax3+2xy = 0 (Ey)
3132+2.§L’3—I4 =0 (EQ—E1>

qui est un systeme triangulé de variables libres x3 et x4. Nous obtenons :

On obtient alors : 1 5
Ty =Ty + Ty — 204 = ST3 — S

Il en résulte : ) . 5 )
F= {(gIg — §x4, —§I3 + §x4,x3,x4) tels que z3 , =4 € R)}

1 2 5 1
F = {$3(§a 3 1,0) +$4(_§u 5707 1) tels que 3, 74 € R)}
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Ainsi, F est ’ensemble des combinaisons lin?eaires des vecteurs

1 2 51

=(=,-21 =(-2,2,0,1).
€1 (37 37 70) et €2 ( 373707 )

La famille (eq, e5) est donc une famille génératrice de F'. C’est une famille libre. En effet :

1 2 51 1 5 2 1

—,—=,1,0 —=,=,0,1) = (=23 — =24, —= = =0

37 37 ) )+$4( 3737 ) ) (3.%‘3 3:1:47 3x3+ 3$4,$3,J]4)

implique clairement x3 = x4 = 0. C’est donc une base de F'. Cette base est formée de deux éléments. Donc,

1’3(

Cela correspond au résultat du cours : 'algorithme de résolution d’un systeme d’équations linéaires ho-
mogenes a coefficients dans un corps K de p équations a n inconnues fournit une base du sous-espace vectoriel
de K" constitué par ses solutions.

2) Pour montrer que u et v sont dans F', nous vérifions qu'’ils satisfont aux équations *. Pour u, cela donne
par exemple :
4 (~1)—342x3=-4+2-1)+3+3=0
Ainsi, il existe x,y € R tels que :
1 2 o1 1 ) 2 1
4, -1,3,3) = a(c, - 1,0) y(—2, =, 0,1) = (ca — ot —xt -
( Y Y Y ) x<37 37 Y )+y( 3737 ) ) (Sx 3 Y 3x+3y7x7y)
Nous en déduisons x = 3 et y = 3. Les coordonnées de u dans la base (e, es) sont donc (3,3). De méme,
nous montrons que les coordonnées de v dans la base (ej, e2) sont dontc (6, 3).

Soit a,b € R tels que au + bv = 0. Il en résulte que les coordonnées de au + bv dans la base (eq, e2) sont
nulles. Nous obtenons en écrivant ces coordonnées en colonne :

3 6\ (3a+3b)
a<3>+b<3>_<6a+3b>_0
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Le couple (a,b) vérifie donc le systeme d’équations linéares homogenes :

[3a+3b =

0
6a+3b = 0

en résolvant ce systéme, nous obtenons a = b = 0. Ainsi, (u,v) est une famille libre. Or, la dimension de F’
est 2, donc (u,v) est une base de F.

Pour montrer que (u,v) est une base de F', nous pouvons aussi considérer la matrice :

3 6
M(m,ﬁz)(“a”) = < 3 3 )

dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs u et v dans la base (e, e3) de F. Le déterminant de cette
matrice est non nul. Donc, (u,v) est une base de F'.

Correction de I’exercice 22 :
1) Montrons que la famille (e; + es + e3, €3 + €3, e3) est une famille libre de E. Soit a, b, ¢ trois réels tels que :

a(el + es + 63) + b(62 + 63) + ces = 0

Nous obtenons :
ae; + (a+bles + (a+b+cle3 =0

Comme B = (eq, €9, e3) est une base de F, c’est une famille libre. On en déduit :
a=a+b=a+b+c=0

Il en résulte : a = b= c=0. Nous avons ainsi prouvé que la famille B' = (e; + €5 + €3, €5 + €3, e3) est libre.

Montrons que la famille B' = (e; + es + e3, €2 + €3, €3) est génératrice. Soit u un vecteur de E. Comme
B = (€1, €9, €3) est une base de E, si (xy,x2,x3) sont les coordonnées de u dans la base B :

U = T1€] + To€2 + T3€3
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Cherchons (X7, X, X3) trois réels, tels que :
U = T1€1 + Tolg + T3z = X1(61 + €2 + 63) + X2<62 —+ 63) -+ X3€3

Il vient :
T1€q 4+ x — 262 + T3€3 — X1€1 + (Xl + X2)62 + (Xl + X2 + X3)63

Il en résulte puisque B = (e1, e, e3) est une base de E (unicité de I'expression d’un vecteur dans une base) ;

X1 = I
(*) Xl —|—X2 = X9
X1 +Xo+ X3 = x3

Ainsi, (X1, Xs, X3) sont les solutions d’'un systeme linéaire. Résolvons ce systeme. Il se trouve qu'il est
triangulé. On obtient :

(x) Xi=21 , Xo=2—-Xi=x—21 , Xzg=23— (X1+Xy)=03—19
On a donc :
u = mw1ey + Toes + xr3es = w1(e1 + €2 +e3) + (x2 — x1)(es + €3) + (x3 — xa)es

Le vecteur u est donc bien combinaison linéaire des vecteurs de B’. La famille B’ est donc libre, génératrice
de E. C’est donc une base de E.

Nous noterons que 1'on obtient par la formule * les coordonnées (X7, X5, X3) dans la base B’ d’'un vecteur
dont on connait les coordonnées (z1, xq,x3) dans la base B :

Xq L1
XQ = —T1 + T2
X3 —T9 + T3

En fait, comme la dimension de FE est trois, Nous aurions pu faire plus court pour montrer que 3’ est une
base en rappelant que dans un espace vectoriel de dimension 3 une famille libre de 3 vecteurs de E est une
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base de E. Mais, a ce moment la, nous perdons la formule de changement de coordonnées.
2)

1 00
P:M5(€1+€2+63,€2+€3763) = 110
1 1 1

Puisque P est une matrice de passage, elle est inversible. Le calcul de sont déterminant et de sa comatrice
donne :

1 0

Pl=]-1 1

0 -1

Les coordonnées (X, Xo, X3) dans la base B d'un vecteur de coordonnées (z1, 2, x3) dans la base B sont
données par la formule :

0
0
1

X, 7 1 0 0 7 1
Xg = P_l i) = —1 1 0 i) = —X1 + T2
X3 XT3 0 -1 1 T3 —T2 + 23

Nous retrouvons, I’'expression donnée dans la premiere question.

Nous savons que P! = Mg /(ey, €9, €3) n'est autre que la matrice de changement de base de la B’ & la base
B. Ainsi, si nous posons €] = e; + ez + €3, €5 = ey + €3, et € = e3 :

ep = €] —é,
ey = ey —el
e = €4

Correction de ’exercice 23 :
Pour la rédaction, voir la solution de la question 1 de I'exercice 21. Apres calcul, le lecteur constatera que les
systémes d’équations linéaires homogenes des exercices 21 et 23 sont égaux.
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Correction de 1’exercice 24 :
1) Méthode 1 : Soit a et b deux réels tels que : au; + bug = 0. Nous en déduisons :

a(e; +e2) +b(eg —ey) =0

Nous en déduisons :
(a+0b)e; + (a —b)ea =0
Comme (eq, e5) est une base de F, c’est une famille libre. La derniére égalité implique donc :

a+b = 0
a—b = 0

Résolvons ce systeme. On obtient : @ = b = 0. La famille (uq, us) est donc libre. Comme F est de dimension
2, (u1,u9) est une base de E.
1) Méthode 2 : La matrice dont les colonnes sont les cordonnées de u;, us dans la abse B = (eq, e2) est :

My (uy,uz) = ( 1 _11 )

Son déterminant est —2. Elle est donc inversible et (uq,uz) est donc une base de E.

2) Méthode 1 : Nous avons :

€1+€2 = U
€1 — €2 = Uy

Résolvons ce "systeme linéaire” d’équations entre vecteurs. En conservant la premiere équation et enlevant
la premiere équation a la seconde, nous obtenons le systeme :

€1 +e = U
—262 = Uy — Uy
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1
Il en résulte : ey = §(u1 — ug). Remplagons ey par sa valeur dans la premiere équation, on obtient :

1 1
61=U1—€2:U1—§(U1—U2)=§(U1+U2)
Ainsi :
e = %(Ul—i‘lbg)
€2 = §(Ul_u2)

2) Métode 2 : La matrice de passage de la base B = (eq,e5) a la base (u,ug) est :
1 1
P: MB(Ul,UQ) = ( 1 _1 )
Calculons son inverse a ’aide de son déterminant et de sa comatrice, on obtient :

1/ -1 -1
-1 _
rea(a )

Mais P~' = My, u,)B(u1, uz). Autrement dit, les colonnes de P~! donnent les coordonnées de e; et ey dans
la base (u1,us). Nous retrouvons le résultat précédent.

3) (a,b) et (A, B) sont liés par les formules :

(5)-r ()53 0G) - () -r(5)-(4)(5)

Ainsi :
A =
B =
Solution de ’exercice 25 :
Le sous-espace vectoriel F) est par définition constitué des solutions du systeme d’équations linéaires ho-
mogenes :

DN | =0 | =

(*) $1+21’2+ZL’3+1’4 =0 (El)
CL’Q—ZL'3+2I4 =0
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Ce systeme est triangulé. Les variables libres en sont x3 et z4,. Résolvons le en suivant notre algorithme.
Nous obtenons :
To = X3 — 2T4

Puis :
Ir = —2I2 — X3 — Xy = —2(LU3 — 2$4) — X3 — Ty — —31’3 + 3274
Il vient :
Fy = {(—3x3 + 3z4,x3 — 234, 73, 4) tels que x3 , 4 € R)}
Soit :

Fy ={x3(—=3,1,1,0) + x4(3,—2,0,1) tels que 23 , 4 € R)}

L’algorithme de résolution d'un systéme d’équations linéaires homogenes donnant une base de 1’espace vec-
toriel de ses solutions, la famille de deux vecteurs (—3,1,1,0), (3,—2,0, 1) est une base de F}.

Le sous-espace vectoriel Fy est par définition constitué des solutions du systeme d’équations linéaires
homogenes :
r1+2x+x3+xy = 0 (EY)
(+) — o
g = 0 (By)

Ce systeme est triangulé. Les variables libres en sont x5 et x3. Résolvons le en suivant notre algorithme.
Nous obtenons :

Ty = 0
Puis :
T = —2[E2 — X3
Il vient :
Fy = {(—2x9 — x3,22,23,0) tels que x5 , 3 € R)}
Soit :

Fy = {x5(—2,1,0,0) + x3(—1,0,1,0) tels que z5 , 3 € R)}
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L’algorithme de résolution d’un systéme d’équations linéaires homogenes donnant une base de 'espace vec-
toriel de ses solutions, la famille de deux vecteurs (—2,1,0,0),(—1,0,1,0) est une base de F5.

L’ensemble F} N F, est un sous-espace vectoriel de R* comme intersection de deux tels sous-espaces
vectoriels. Il est constitué des solutions du systéme d’équations linéaires homogenes :

T+ 2z +w3+xs = 0 (E)

(%) To—x3+2xy = 0 (Ey)

T+ 2%2 +x3+x4 = 0 (Ei)

zg = 0 (E

Soit :

$1+2$2+$3+$4 =0 (El)

(%) xo—x3+2xy = 0 (Ey)

zg = 0 (E

Ce systeme est triangulé. Il possede une seule variable libre : z3. Résolvons le en suivant notre algorithme.
Nous obtenons :

Ty = 0
Puis :

To = I3
Puis :

T1 = —2x9 — X3 — Ty = —3X3
Il vient :
Fy N Fy = {(—3x3, x5, x3,0) tels que z3 € R)}

Soit :

FiNFy,={x3(-3,1,1,0) tels que z3 € R)}

L’algorithme de résolution d’un systéme d’équations linéaires homogenes donnant une base de l'espace vec-
toriel de ses solutions, la famille d’un vecteur (—3,1,1,0) est une base de F} N Fy.
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Correction de I’exercice 26 :

Solution de 3
1 Les variables du systeme (E) sont naturellement ordonnées. Les trois équations de (E) sont d’ordre 1. Le
systeme (F) a méme solution que le systeme :

r1 + 41‘2 — 3[134 = 0 (El)
— 41’2 — T3 + 31’4 =0 (Eé = E2 — 2E1>
— 8372 — 233‘3 + 6.1’4 =0 (Eé = E3 — 3E1>

La premiere équation est d’ordre 1, les deux suivantes d’ordre 2. Le systéme (£) a méme solution que le
systeme :

T+ 4xo — 3z4 = 0 (E1)
— 4ZL‘2 — x3 -+ 3£L'4 = 0 (Eé = E2 — 2E1)
0 = 0 (B, —2E)

Ou encore, méme solution que le systeme triangulé :

(E/) 1 + 4x, — 3zy = 0 (El)
— 41‘2 — x3 -+ 3£L'4 = 0 (Eé:EQ_QEl)

Ce systeme admet pour variables libres : z3 et xy4.

La deuxieme équation du systeéme triangulé (E’) donne :

1 3
To = —133'3 + 1334

En remplacant dans la premiere équation, on obtient :

Tr = —4ZE2 + 31‘4 = T3
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Il en résulte : ) 3
P = {(x3, — 793 + 154 T3, x4) tels que x5, 4 € R}

1 3
P = {x3(1, 1 1,0) + x4(0, Z’O’ 1) tels que 23, =4 € R}

1
Les deux vecteurs (e; = (1, 7 1,0),es = (0, 7 0,1)) forment clairement une famille génératrice de P.

On vérifie facilement qu’ils forment une famille libre de R?. Ainsi, (e;,ey) forment une base de P. Nous
pourrons noter que la liberté de (eq, e2) se déduit facilement de

1 3 1 3
aey + bey = a(l, vt 1,0) + (0, 7 0,1) = (a, —19 + 1b7 a,b)
2) Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que les deux quadruplets de réels (1,—1,1,—1) et (0,3,0,4)
vérifient chacun les deux équations du systéme (E’).

3) u appartient donc a P de base (eq, e2). 1l existe donc deux réels a et b tels que :
1 3
u=(1,—-1,1,—1) = aey + bes = (a, ik + Zb’ a,b)

Nous en déduisons a = 1 et b = —1. Ainsi (1, —1) sont les coordonnées de u dans la base (e, e2) de P. Nous
constatons d’autre part que v = 4eq, donc (0,4) sont les coordonnées de v dans la base (e, ey) de P.
4) La matrice dont les colonnes sont les cordonnées de u et v dans la base B = (e, e3) est :

Mp(u1,uz) = ( _11 2 )

Son déterminant est 4. Elle est donc inversible et (u,v) est donc une base de P.
5) PN F est formé des solutions du systeme :

1 + 4z, — 3z4 = 0 (E1)
— 4&32 — 3 -+ 3564 0 (E§:E2—2E1>
I3 =0
Ty = 0
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Résolvons ce systeme qui est d’ailleurs triangulé. On a : x4 = 23 = 0. Nous en déduisons x5 = 0 et en
reportant dans la premieére équation x; = 0. Ainsi, ce syteme admet (0,0,0,0) comme unique solution. Cela
montre que PN F = {0}.
6)
F ={(x1,22,0,0) tels que z; , 5 € R}
P ={z1(1,0,0,0) + 22(0,1,0,0) tels que 23 , x4 € R}
Il en résulte que (e3 = (1,0,0,0),e4 = (0,1,0,0)) est une famille génératrice de F. Comme c’est une famille

libre, ¢’est une base de F'.
7) Supposons que x’ et z” existent. Nous avons z”/ = (x7,x4,0,0) et il existe deux rées a et b tels que

1 3
1’ = ae; + bey = (a, 29 + Eb’ a,b)

On en déduit : 1 3
x = (21,72, 73, 14) = (a, —Za + Zb’ a,b) + (27, 25,0,0)
Soit :

1 3
(331,552, T3, 934) = (a + 51?/1,7 _Za + Zb + $/2/7 a, b)

Il en résulte a = x3, b = x4, puis :

., 13 1 3
x2:x2+1a—1b:x2+1x3—1x4
et
=1 —a=mz — 13

Inversement, nous avons bien :

1 3
(71, 2,23, 24) = (23, — T3 + — T4, T3, T4) + (21 — 23,72 + —73 — —74,0,0)
4 4 4 4
1 3
Ainsi, 2’ = z361 = 1409 = (23, — 7% + 154 T3, zy) et 2" = (11 — 13,79 + 753~ 7% 0,0) convient.
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4 Sous-Espaces Vectoriels

4.1 Emnoncés
Exercice 27 — Nous considérons le sous-espace vectoriel F; de R* formé des solutions du systéme suivant :

(*) T+ 21’2 +x3+ x4 = 0 (El)
To — T3+ 21‘4 = 0 (EQ)

et le sous-espace vectoriel F, de R* formé des solutions du systéme suivant :
() T+ 2 +a3+xy = 0 (EY)
g = 0 (E)
Préciser Iy, F, et F}y N F, et une base de ces trois sous-espaces vectoriels de R*.

Exercice 28 — Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = {ey, €3, e3} une base de E. Notons :
up = e; — 2ey + e3, ug = 2e; — ey — €3, ug = €1 + €3 — 2ey et considérons H = Vect(uy, ug, ug).

1) Donner a l'aide d’un algorithme du cours une base de H. Quel est le rang de la famille (uy, ug, ug) ?

2) Donner a 'aide d’un algorithme du cours des équations de H relativement a la base B.

3) Déterminer I’ensemble des réels a, b, ¢ tels que :

auy + bus + cuz = 0
Exercice 29 — 1) Nous considérons le sous-espace vectoriel F' de R?* formé des solutions du systéme suivant :

(+) T1+ret+a3+try = 0
I'1+21'2—ZE3—|—2£L‘4 =0

Donner une base de F. Quelle est sa dimension 7

2) Soit uy; = (1,1,1,1),us = (2,-1,2,—1),u3 = (4,1,4,1) trois vecteurs de R*. Soit G = Vect(uy, us, us).
Donner une base de G constituée de vecteurs de R* échelonnées relativement & la base canonique de R*.

3) Donner un systeme d’équations de G relativement & la base canonique de R*.
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Exercice 30 — Soit F un K-espace vectoriel de dimension 4 et B = (ey, €2, €3, €4) une base de F.
Soit uy3 = e + €3 — e3 + €4 et ug = €1 + 2e5 + e3 + e4. Nous notons F' = Vect(uy, us).

1) Montrer que la famille (uy,us) est libre. Pourquoi (uy,us) est alors une base de F.

2) Donner un systeme d’équations de F' relativement a la base B de E.

Nous notons G = Vect(ey, e2).

3) Préciser une base de G. Montrer que F NG = {0}.

4) Montrer que F NG = {0}. En déduire £ = F & G.

Exercice 31 - Soit F un K-espace vectoriel de dimension 4 et B = (e, es, €3, €4) une base de E.

Soit u; = e1+eg—e3+e4 Uy = €1+ 2e5+e3+ ey, U3 = €1 — ex+ e3 — ey et uy = 2e1 + 3es + 2e4. Nous notons
F = Vect(uq, ug, us, uy).

1) Donner une base de F' échelonnée par rapport a la base B. Quel est le rang de la famille (uq, us, us, uy) ?
2) Donner un systeme d’équations de F' relativement a la base B de E. Quelle est la dimension de F' ?
Nous notons G = Vect(e; + €2 + €3 + e4).

3) Préciser une base de G. Montrer que F' NG = {0}.

4) En déduire £ = F & G.

5) Préciser la décomposition du vecteur de coordonnées (1, xs, 3, z4) dans la base B comme somme d’un
vecteur de F' et d'un vecteur de G.

Exercice 32 - Soit F un K-espace vectoriel de dimension 4 et B = (ey, €2, €3, €4) une base de F.

Soit u; = e; — 2e9 + €3 uy = 2e; — 3es + €4 et uz = 3e; — Heg + e3 + e4. Nous notons F' = Vect(uy, ug, us).

1) Donner une base de F' échelonnée par rapport a la base B.

2) Donner un systeme d’équations de F' relativement & la base B de E. Quelle est le dimension de F' 7
Nous notons G = Vect(e, e; + e3 + e3 + e4).

3) Préciser une base de G. Montrer que F NG = {0}.

4) En déduire que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires.

5 ) Préciser la décomposition du vecteur de coordonnées (z1, x9, 3, 24) dans la base B comme somme d'un
vecteur de F' et d’un vecteur de G.
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Exercice 33 - Soit F un K-espace vectoriel de dimension 3 et B = (ey, es, €3) une base de E.

Soit uy3 = e + €2 + e3 et us = e; + 2e3 + e3. On note F' = Vect(uy, us).

1) Donner une base de F' échelonnée relativement a la base B. En déduire la dimension du sous-espace
vectoriel F'.

2) Donner un systeme d’équations de F.

Nous notons D = Vect(ey).

3) Montrer que D N F = {0}.

4) En déduire E=D @ F.

Exercice 34 — Soit H le sous-espace vectoriel de R* d’équation :

H - {$1+$2+$3+$4 =0
' T — Tog+T3— Ty = 0.

Posons u = (1,1,1,1) et v = (1,0,0,0). Notons L = Vect(u,v).

1) Déterminer le sous-espace vectoriel H N L. Puis préciser une base de H. 2) Montrer que H et L sont deux
sous-espaces supplémentaires de R*.

3) Soit a, b, ¢, d quatre réels, préciser la décomposition du vecteur (a, b, ¢,d) de R?, comme somme d’un vecteur
de H et d'un vecteur de L.

Exercice 35 — Soit u; = (1,1,—1,—1),us = (1,2,1,-3),us = (=2,1,—2,1) trois vecteurs de R*. Soit
H = Vect(uy, ug, ug).

1) Donner une base de H constituée de vecteurs de R* échelonnées relativement a la base canonique de R*.
2) Donner un systéme d’équations de H relativement & la base canonique de R*.

3) Soit ug = (1,1,1,1) et F' = Vect(uy). Montrer que F' N H = {0}. En déduire que H et F sont des
sous-espaces supplémentaires de R*.

4) Soit u = (z1, T2, ¥3,14) € R, Déterminer v € F et w € H tels que u = v + w. Préciser v et w.

Exercice 36 — Soit P le sous-espace vectoriel de R* défini par le systeme d’équations linéaires :
T+y+z4+t = 0
y+2z+t = 0
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1) Sans calcul, justifier que P est de dimension 2. Puis déterminer une base (uy,us2) de P.

Soit v; = (1,1,1,1) et vy = (1,0,1,0). On note V = vect(vy, vs).

2) Montrer que (v, vy) est une base de V.

3) Montrer que P + V' = vect(uq, ug, v1,v2). En déduire une base de P + V' échelonnée par rapport a la base
canonique de R*.

4) En déduire que P et V ne sont pas supplémentaires. Donner une base de PNV

Soit v3 = (1,1,0,0). On note W = vect(vy, v3).

5) Nous admettrons que P et W sont supplémentaires. Expliciter la projection sur W parallélement a P.

4.2 Corrections

Correction de I'exercice 27

Le sous-espace vectoriel F} est par définition constitué des solutions du systeme d’équations linéaires
homogenes :
(*){ $1+2$2+LL’3+1’4 =0 (El)
To — T3+ 21‘4 = 0 (EQ)

Ce systeme est triangulé. Les variables libres en sont x3 et z4,. Résolvons le en suivant notre algorithme.
Nous obtenons :
To = T3 — 21’4

Puis :
x1 = =209 —x3 — x4 = —2(x3 — 2x4) — T3 — x4 = —373 + 314
Il vient :
Fy = {(—3x3 + 324, v3 — 224, 23, 14) tels que z3 , 4 € R)}
Soit :

Fy ={x3(=3,1,1,0) + 24(3,—2,0,1) tels que z3 , x4 € R}
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Ainsi, la famille de deux vecteurs (—3,1,1,0), (3, —2,0,1) est une famille génératrice de Fj. Elle est libre, en
renversant les calculs :

1‘3(—3, 17 1, O) —|— ZE4(3, —2, O, ].) = (—31‘3 —I— 31‘4, r3 — 21‘4, Zs, 174) = 0

implique clairement x3 = x4 = 0. C’est une base de Fj.

Le sous-espace vectoriel F, est par définition constitué des solutions du systeme d’équations linéaires
homogenes :
(*){ r1+2x+x3+xy = 0 (E)
zy = 0 (E3)
Ce systeme est triangulé. Les variables libres en sont x5 et x3. Résolvons le en suivant notre algorithme.
Nous obtenons :

x4s =0
Puis :
T, = —2T9 — T3
Il vient :
Fy = {(—2x9 — 3,19, x3,0) tels que 25 , 23 € R}
Soit :

Fy = {22(—-2,1,0,0) + 23(—1,0, 1,0) tels que x5 , x3 € R}

Ainsi, la famille de deux vecteurs (—2,1,0,0),(—1,0,1,0) est une famille génératrice de Fy. Elle est libre
(méme argument que précedemment). C’est une base de F5.

L’ensemble F} N F, est un sous-espace vectoriel de R* comme intersection de deux tels sous-espaces
vectoriels. Il est constitué des solutions du systéme d’équations linéaires homogenes :

Ty +2x+r3+xy = 0 ()

(*) To — T3+ 2254 =0 (EQ)
T +21’2+1‘3+l’4 =0 (Ei)

e = 0 (Ey)
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Soit :
5131—|—21‘2+.173+1‘4 =0 (El)
(%) To—x3+2xy = 0 (Ey)
g = 0 (By)

Ce systeme est triangulé. Il possede uen seule variable libre : z3. Résolvons le en suivant notre algorithme.
Nous obtenons :

Ty = 0
Puis :

To = I3
Puis :

T = —2x9 — X3 — Ty = —3X3
Il vient :
Fy N Fy = {(—3x3, 3, x3,0) tels que z3 € R}

Soit :

FinNFy,={x3(-3,1,1,0) tels que z3 € R}

Ainsi, la famille d'un vecteur (—3,1,1,0) est une famille génératrice de F; N F,. Elle est libre, car est ce
vecteur est non nul. C’est une base de I} N Fy.

Correction de ’exercice 28

1) L’algorithme du cours fournit a 'aide de la matrice Mp(uq, ug, uz) (dont la j-ieme colonne est formée
des coordonnées de u; dans la base B) une base échelonnée de H relativement a cette base.

1 2 1
Mgp(uy,ug,uz) =1 —2 —1 1
1 -1 -2
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Etape 1 : Posons v} = uy, uh = us — 2uy et ufy = uz — uy :

1 0 0
Mp(uy, ug,ug) = | =23 3
1 -3 -3
On a H = Vect(u}, uy, ub).
Etape 2 : Posons v} = u}, uy = u) et ufj = ufy — uj :
1 0 0
Mp(uj,uy,uz) =1 -2 3 0
1 =30

Nous avons H = Vect(uf, uly, uf) = Vect(uy, uy), car uj = 0.

La famille u] = e; — 2e5 + €3, ulj = 3es — 3es est libre (car échelonnée par rapport a la la base B) et engendre
H. C’est donc une base de H échelonnée par rapport a la base B.Le rang de la famille (uq,uq, u3) est par
définition la dimension de H. La famille (uq, us, u3) est donc de rang 2.

2) Un deuxieme algorithme du cours donne un systeme d’équations de H relativement a la base B de F
en partant de uf = e; — 2ey + e3, uy = 3es — 3ez base de H échelonnée par rapport a la la base B. Soit u un
vecteur de E de coordonnées (x1, z2, x3) dans la base B.

1 0 1
Mp(uf,uj,u)=|{ =2 3
1 -3 T3

1 0 0
Mp(uf,uy, v’ =u—zu))=| =2 3 294214
1 -3 T3 — 1
1 0 0
Mp(ui,uy,u” =u" — (1/3)(xe + 221)uy) = | —2 3 0
1 =3 (z3— 1)+ (22 + 227)
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1 0 0
Mp(uf,uj,u"y=1 -2 3 0
1 -3 X1+ To + T3

Nus avons u € H si et seulement si u” € H. Le vecteur u” a sa premiere coordonnée et sa deuxiéme cordonnée
nulle. Les vecteurs de la famille echelonnée (uf,u}) sont respectivement d’ordre 1 et 2. Il en résulte, que le
vecteur u de coordonnées (1, x2,z3) dans la base B appartient a H si et seulement si

l'1+$2+$3:0

Cette équation est donc un systeme d’équations de H relativement a la base B de F.

3) Les coordonnées de au; + buy + cus dans la base B sont :

1 2 1 a+2b+c
al =2 | +b| -1 | +c 1 =| —2a—0b+c
1 -1 -2 a—0b—2c

Un vecteur est nul si et seulement si ses coordonnées dans une base sont nulles. Ainsi, nous avons a déterminer
'ensemble X des triplets de réels (a, b, ¢) solutions du systéme homogene d’équations linéaires :

a+2b+c = 0 (E)
(¥)¢ —2a—b+c = 0 (E,)
a—b—2c = 0 (Ej3)

Ce systeme a méme solution que le systeme :

a+2b+c = 0 (B
—3b—3c = 0 (E,=F;—E)

)

Ce systeme a méme solution que le systeme :

a+2+c = 0 (B)
(*) 3b+3c = 0 (E)
0 = 0 (E,—E})
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Ce systeme a méme solution que le systeme :

(*){ a+2b+c =

0
3b+3¢c = 0

qui est un systeme triangulé de variables libres ¢. Nous obtenons :
b= —c
Nous obtenons alors :

a=—-2b—c=c
Il en résulte :
Y ={(c, —¢,c) tels que c € R}
Y ={c(1,-1,1) tels que c € R}

Pour vérifier ce calcul, on peut constater que u; — ug + us = 0.
Correction de I’exercice 29

1) L’ordre des variables xy, z9, 3, x4 est 'ordre naturel. Les trois équations de (FE) sont d’ordre 1. Le
systeme est donc ordonné. Démarrons l'algorithme de triangulation.
Etape 1 : Utilisons (E;) pour faire monter 'ordre des équations suivantes. Le systéme suivant a mémes
solutions que (E) :
(E/) {I1+Z‘2+l’3+l‘4 =0 (El)
£E2—2$3+ZL‘4 =0 (Eé:EQ_El)

Les équations Ejy, F), sont respectivement d’ordre 1,2. Ce syteéme est ordonné.
Ce systeme est triangulé. Le premiere algorithme est terminé.
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Résoudre (F) revient donc a résoudre le systeme triangulé (E’). La variable de téte de (Ej) est xq, la
variable de téte de (E}) est x5, Les variables libres de (E’) sont donc x3, z4. Résolvons ce systeme triangulé
en suivant la méthode du cours. La derniere équation donne :

To = 203 — T4
Remplagons cette valeur de x5 dans I’équation précédente, on obtient :
T+ 2x3 — 24+ 2x3+24=0

Nous obtenons :
T = —3LU3

Nous avons ainsi exprimé x; et xo a I’aide des variables libres. Ainsi, 'ensemble F' des solutions de (E) est :
F ={(—3x3,2x3 — x4,23,74) telsque x3,24 € R}

Soit : F' = {x3(—3,2,1,0) + 24(0,—1,0,1) tels que x3,z4,€ R} .
La famille (—3,2,1,0),(0,—1,0,1) est donc une famille génératrice de F. Elle est libre car si

Ig(—372,1,0)+[E4<O,—1,O,1) =0 s

nous obtenons :
(—31'3, 2I’3 — T4, T3, 374) = (07 07 Oa O)

et 3 = x4 = 0. Ainsi, ((—3,2,1,0),(0,—1,0,1)) est une base de F.
2) Notons E = R* et B = (ey, €9, €3, €4) la base canonique de R* :
er =(1,0,0,0),e5 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e3 = (0,0,0,1)

nous avons : v(uy) = v(ug) = v(uz) = 1.
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4

1
MB(U17U2,U3> = 4 )
1

—_ O =
[\

G = Vect(uy, uz, us)

Etape 2 : Nous utilisons u; pour faire monter 'ordre des vecteurs suivants :

Uy =uy Uy =ug — 22Uy uy = uz — 4wy
1 0 0
Mp(ul, uy, uy) = 1 -3 -3 :
1 0 0
1 -3 -3

On a v(u)) < v(uy) = v(uh) = 2.

G = Vect(uy, uj, uy) .

Etape 3 : Nous utilisons uf, pour faire monter l'ordre des vecteurs suivants :

ul =uy uh =uh ul =uh —uf
1 0 0
Mp(uff, uy, uy) = 1 -3 0 ,
0 0 0
1 -3 0

On a v(uf) < v(uj) L’algorithme est terminé et la famille (v} = (1,1,1,1)
base de G échelonnée relativement a la base canonique de R?.

G = Vect(uy, uy) .

,uy = (0,—3,0,—3)) est donc une

3) La famille (u},u}) est échelonnée par rapport & la base canonique de R*. Soit u de coordonnées
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(71, 22, 3, 74) dans la base canonique R?. .

1 0 T
Mp(uj,uy,u)=| 1 =3 a9
1 0 T3
1 -3 Ty
Etape 1:
u’ ulf u = — 2
1 0 0
Mp(uf,uy,u —xqu))=| 1 =3 To — T ,out =u— zp
1 0 T3 — Xq
1 -3 Ty — X1

On a u € F équivaut a ulV) € F.

Etape 2:
u uf u® =u® + (1/3) (29 — z1)ul
1 0 0
Mg(u,uf, ,u® =u® 4 (1/3)(zy —2)ufj = | 1 =3 0
1 0 T3 — I
1 -3 Ty4 — T2

et u € F équivaut a u® = (0,0, 25 — 21,24 — 13) € F.

L’algorithme est terminé. Les deux premieres coordonnées de u® sont nulles et v/, u} sont d’ordre 1 et
2 relativement & B Le vecteur u de coordonnées (z1, s, 3, 24) dans la base canonique R* est dans F si et
seulement si ©® = 0. Donc, si et seulement si :

T3 — X1 =T4— T3 =20
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Le systeme :
—r1+23=0
—T9 + Ty = 0

est un systeme d’équations de G relativement a la base canonique de R*.

Correction de I’exercice 30
1) Soient a, b réels tels que au; + bey = 0. Nous obtenons :

ale; +es —e3+eq) +ble; +2e3+e3+e4) =0

Soit :
(a+b)er + (a+2b)es + (—a+bles + (a+b) =0

Comme (eq, €9, €3, €4) une base de E, c’est une famille libre. Nous obtenons alors :
(a+b)=(a+20)=(—a+b)=(a+b)=0

Nous en déduisons a = b = 0. La famille (uy,us) est donc libre. Par définition de F', tout vecteur de F' est
combinaison linéaire des vecteurs u; et up. Ainsi, (u1,us) est une famille génératrice de F. Or, c’est une
famille libre. C’est donc, (uy,us) est une base de F.

2) Considérons la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs u; et uy dans la B :

1 1
1 2
1 1

Utilisons la premiere colonne de cette matrice pour faire monter 'ordre de la deuxieme :

1 0
1 1
-1 2
1 0

Mp(uy, us —uy) =
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Cette matrice est echelonnée. Donc, (u1,us — uy) est une base de F' echelonnée par rapport 7 la base B. En
fait, cela remontre aussi que (ug, us) est une famille libre (voir le cours).
Soit u un vecteur de E de coordonnées (z1, xq, 3, z4) dans la base B.

1 0 X1
1 1 =«
M8<u17u2_u17u>_ —-1 92 xz
1 0 Ty
1 0 0
1 1 29—2x
Mp(u1, ug — uyp, u — 1) = 1 9 mz+m1
1 0 g — X1
Nous avons : u € F' si et seulement si v — zju; € F.
1 0 0
1 1 0
Mp(uy, up — u,u — x1u; — (T2 — 1) (ug — u1)) = 1 2 z3+a— 2z —11)
1 0 Ty — X1

Nous avons u € F si et seulement si u—xjuy — (2o —x1)(ug —uy) € F. Le vecteur u—zquy — (xg — 1) (g — uq)
a sa premiere coordonnée et sa deuxieme cordonnée nulle. Les vecteurs de la famille echelonnée (uq, ug — )
sont respectivement d’ordre 1 et 2. Il en résulte, u € F'si et seulement si : x5 4z —2(xe — 1) = x4 — 21 = 0.
Ainsi,

3x1 — 229423 = 0
zs—21 = 0

est un systeme d’équations de F' relativement a la base B de F.
3) La famille (eq, es) est libre, car c¢’est une sous-famille de la famille libre (eq, e, e3,€4). Comme (eq, €3)
engendre (G, c’est une base de G. Siu € F NG, u est un vecteur de GG. Ainsi, il existe deux réels a et b tels
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que u = aey + bey. Les coordonnées de u dans la base B sont donc (a, b, 0,0). Ces coordonnées vérifient dons
le systeme d’équations de F' dans la base B. Ainsi, nous obtenons :

3a—2b=—-a=0
Nous en déduisons a =b =0 et u = 0. Il en résulte F NG = {0}.
4) En utilisant la formule de dimension :
dim(F 4 G) = dimF + dimG — dim(F N G) = dimF + dimG =2+2 =4

Le sous-espace vectoriel F'+ G est donc un sous-espace vectoriel de £ de méme dimension que E. Il est donc
égal & E. Nous avons donc FNG ={0} et E=F+G. Ainsi, E=F & G.

Correction de I’exercice 31
1) L’algorithme du cours fournit a 'aide de la matrice Mp(uy, usg,. .., u,) (dont la j-ieme colonne est formée
des coordonnées de u; dans la base B) une base échelonnée de F' relativement a cette base.

1 1 1 2
1 2 -1 3
MB(U1,U2,U3>U4) | =11 1 0
1 1 -1 2

Etape 1 : Posons v} = uy, uh = us — uy, uh = us — uq, et uy = uy — 2uy :

MB(U/D U’/27 uév uil) -

— = =

O N = O
[\

o NN = O

On a F' = Vect(u}, ub, uf, u}).
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Etape 2 : Posons uf = u}, uj = ub, v = u} + 2u}, et uj = u) — ub :

1 0 0 0
1 1 0 0
MB(ulll7u,2/augauZ) = -1 2 6 0
1 0 -2 0

On a F' = Vect(u}, uy, ufj, uy) = Vect(uy,us, uj), car uj = 0.

La famille ] = e + es — e3 + e4, uly = es + 2e3, uy = 6eg — 2ey4 est libre (car échelonnée par rapport a la la
base B) et engendre F. C’est donc une base de F' échelonnée par rapport a la base B. Le rang de la famille
(w1, us,ug, uy) est par définition la dimension de F. La famille (uq, us, us, uy) est donc de rang 3.

2) Un deuxieme algorithme du cours donne un systeme d’équations de F' relativement a la base B de FE.
Il part de la base (uf, ufy,u4) de F' échelonnée par rapport a la base B. Soit u un vecteur de £ de coordonnées
(21, T2, x3,24) dans la base B.

1 0 0 T
MB(“Y)“él?ug’u) = _11 ; g ii
1 0 —2 Ty
1 0 0 0
1 1 0 x9—m:
nwenouo o0 A
MB(ulau27u37u =Uu xlul) —-1 2 6 T3 + 21
1 0 -2 z4y—m
1 0 O 0
1 1 0 0
" " " n __ /_ _ / —
MB(U17U2’US7U —u <$2 1’1)U2> -1 2 6 $3+$1 —2(.1'2 —iL’l)
1 0 =2 Ty — X1
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1 0 O 0
" " " n 1 1 O O
Miyur, uzs w5 0) =10 21 9 6y 3y — 2
1 0 —2 Ty — X1
1 0 O 0
1 1 1 0 0
Mp(uy,uy, uy, u™) = u" — 6(%3 + 321 — 2w0)uy) = 19 6 0
1 0 —2 Ty — T1 — 2(-(1/6)(1[’3 + 3[E1 - 21‘2)
1 0 O 0
1 1 1 0 0
Mp(uy,uy, uy, u — xquf — (x9 — 1)Uy — (—6(1'3 + 3x1 — 2mo)uy) = 19 6 0
10 =2 x4+ oy — 2uy)

On a u € F si et seulement si v € F. Le vecteur u” a ses trois premieres coordonnées nulles et les vecteurs

uy, uy, uy sont respectivemnt d’ordre 1, 2 et 3 par rapport a la base B. Ainsi, le vecteur u de coordonnées
(21, z2, w3, x4) dans la base B appartient a F' si et seulement si

1 2
$4+*ZE3—*£L‘2:O

3 3

Cette équation est donc un systeme d’équations de F' relativement a la base B de E.

3) La famille réduite a I’élément v = e; + ey + e3 + e4 est libre, car le vecteur e; + e5 + e3 + €4 est non nul
(Pour tout A € K et v € E, A\v =0 et A # 0, implique v = 0. Donc v # 0 et Av = 0 implique A = 0). Ce
vecteur engendre GG par définition. La famille {e; + es + e3 + €4} est donc une base de G.

Siu € G, il existe a € R tel que u = a(e; + e + e3 + €4). Les coordonnées de u dans la base B sont alors
(a,a,a,a). Side plus, u € F, les coordonnées de u dans la base B vérifient ’équation :

a+ (1/3)a—(2/3)a=0
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Il en résulte a = 0, puis u = 0. Donc, F' NG = {0}.

4) D’apres la formule de dimension :
dim(F 4+ G) = dimF + dimG) —dim(F NG)=3+1-0=4
Ainsi, F' 4+ G est un sous-espace vectoriel de dimension 4 de F qui est un espace vectoriel de dimension 4.

Donc, F'+ G = E. Commme F NG = {0}, on a bien £ = F & G.

5) Soit u un vecteur de E de coordonnées (1, xs,x3,x4) dans la base B. Il sécrit d’apres la question
précédente de fagon unique :

u=u+u" avec v eEF e ueq

Soit (x}, 2, %, x))) les coordonnées de u' dans le base B et (x7, 25, 2%, ) les coordonnées de u” dans le base
B. Comme u” € G, il existe a € R tel que u = a(e; +e2+e3+e€4). Nous avons donc : 2 = 2§ = 2% = 2/ = a.
Comme u = +u" : x; =z, + ] = x; + a. Nous en déduisons z, = x; — a. Comme u’ € F, les corrdonnées
de u' dans la base B vérifient I’équation déterminée a la question 2. Ainsi :

1 2
(x4—a)+§(x3—a)—§(x2—a):()
Il en résulte :
2 +1 2 ¢ 3 +1
—a =2 —Tr3 — =X [§ a = =T —Tr3 — X
3 4 33 32 24 23 2
Ainsi :
y 3 1
u = (55134 + 5%3 — xg)(el + e +e3+ 64)
/ " 3 1
U =uUu—u :$1€1+$2€2+$363+Q34€4— (§JJ4+§$3—$2)<€1+€2+€3+64)
Soit :
,(+ 13>+<213)+(+1 3)+(11>
u =\ Lo — =3 — —T4)€E To — -3 — T4 )€ s —T3 — T4 )€ Lo — =3 — —T4)€
1 2 23 24 1 2 23 24 2 2 23 24 3 2 23 24 4
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Correction de I'exercice 37

1) Un algorithme du cours fournit a I’aide de la matrice Mg(uy, us,us) (dont la j-ieme colonne est formée
des coordonnées de u; dans la base B) une base échelonnée de F' relativement a cette base.

1 2 3
—2 -3 -5
0 1 1

Etape 1 : Posons v} = uy, uh = us — 2uy et uy = uz — 3uy :

1 0 0
-2 1 1
Mlg(u,lau/%ug) = 1 —92 _9
0 1 1
On a F' = Vect(u}, ub, uj).
Etape 2 : Posons uf = u), uj = u} et ufj = u}y — u :
1 0 0
-2 1 0
M3<u/1/7ul2,>ug) = 1 —2 0
1 0

On a F' = Vect(u, uly, uf) = Vect(uf, uf), car uf = 0.
La famille u] = e; — 2es + e3,ul = ea — 2e3 + e4 est libre (car échelonnée par rapport a la la base B) et
engendre F'. C’est donc une base de I’ échelonnée par rapport a la base B.
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2) Soit u un vecteur de E de coordonnées (1, 2, T3, x4) dans la base B.

1 0 T1
-2 1 =z
MB(ulllvlLIQ,?u) = 1 -9 xz
1 Ty
1 0 0
MB(ullla U’/Q/a u— xlulll) = _12 _12 x;gtzgil
0 1 Ty
Nous avons : u € F si et seulement si u — zju] € F.
1 0 0
2 2 2 " ]- _2 0
Mp(uf,uy, u — x1u] — (X9 + 2x1)usy)) = 1 —2 (23— 21) 4+ 2zs + 200)
0 1 T4 — Xo — 217

Nous avons u € F si et seulement si v’ = u—ziu] — (xo + 221)uy € F. Les deux premieres coordonnées de u”
sont nulles et les vecteurs uf, u4 d’ordres respectivement 1 et 2 dans la base B. Nous obtenons alors, u € F’
si et seulement si : (x5 — 1) + 2(22 + 221) = x4 — 23 — 221 = 0. Ainsi,

3ZL‘1+2I2+ZE3 =0
—2£L'1—ZE2—|—ZL'4 =0

Ce systeme est donc un systeme d’équations de F' relativement a la base B de E.

3) Montrons que la famille {e1, e; + es + €3 + €4} est libre. Soit a, b deux réels tels que :

a61+b(€1+62+63+€4):0
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Nous obtenons :
(a+Db)ey + bey + bes + bey =0

Il en résulte :
at+b=b=0

Soit a = b = 0. Ainsi la famille {e;,e; + e3 + e3 + e4} est libre. Comme cette famille engendre G, la famille
{e1,e1 + es + e3 + e4} est une base de G.

Nous noterons que la famille {e, e + e3 + €4} est une base de G echelonnée par rapport a la base B. Par
la suite, nous utiliserons cette base de GG pour simplifier les calculs.

Si u € G, il existe a,b deux réels tels que u = ae; + b(es + e3 + e4). Les coordonnées de u dans la base
B sont donc (a,b,b,b). Si nous supposons alors que u appartient aussi a F', les coordonnées de u vérifient le
systeme d’équation de F'. On obtient ainsi :

3a+2b+b=0
—2a—b+b=0

Do, a=b=0etu=0. Ainsi, ' NG = {0}.
4) Nous venons de montrer que F NG = {0}. Comme :
dim(F) =4 =2+ 2 =dimF + dimG
il en résulte que £ = F & G.

5) Soit u € E, u s’écrit de fagon unique u = v’ + u” avec v’ € F et v’ € G. Soit (w1, 29, x3,14) les
coordonnées de u dans la base B, (x, x5, x4, ) les coordonnées de v’ dans la base B. Il existe A et p deux
réels tel que

u" = Xey + ples + ez + ey)
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Déterminons (21, x%, x5, 2)) et (A, p) a l'aide de (x1, 22, z3,24). En passant en coordonnées dans la base B,
Iéquation u = v’ + u” se traduit par :

($1,[L'2,ZL‘3,1'4) = (93/1,$,2,£Bg,$2) + ()\,,u,u,u)

Il en résulte :
(‘73/1737/2’ xév$il) = (zl — AT — [, T3 — [y Ty — U)

Ainsi, (1 — A, ke — p, x3 — p, £4 — 1) est solution du systeme d’équations de F' dans la base B. Nous obtenons :

31+ 2x9 + 23 = 3A+3u
-2 — x93+ x4 = —2A
Nous obtenons : . .
A = x|+ 52 - ?4
= L + L +
wo= 61’2 35103 2334
Donec :
o= )\61 + M(@g + e3 + 64)
1 1 1
= (LCl -+ % — %)61 -+ (6232 + gl’g —+ 51’4)(62 + €3 + 64)

o= u—u

_ T2 | x4 5 1 1 1 2 1 1 1 1

= (=B + % )er + (g2 — 303 — jw4)ex + (— o2 + 573 — 574)es + (— T2 — 373 + 574)e4
Correction de ’exercice 33

1) Considérons la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs u; et uy dans la B :

11
MB(Ul,UQ) = 1 2
11
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Utilisons la premiere colonne de cette matrice pour faire monter 1’ordre de la deuxieme :
10
MB(Ul,UQ—ul) = 11
10

Cette matrice est echelonnée. Done, (uy,us — uy) est une base de F' = Vect(uy, uz). On a ug — uy = eq, ainsi
(u1,e3) est une base de F. La dimension de F' est donc égal a 2. Le rang de la famille (u1,us) est donc aussi
égal & 2.

2) Soit u un vecteur de E de coordonnées (x1, 2, x3) dans la base B.

10 T
Mg(uy,eq,x) = 1 1 x4
1 0 T3
10 0
Mg(ul, €2, T — xlul) = 11 To — X1
10 T3 — I1
1 0 0
Mpg(uy, €9, — xqup — (X9 —x1)eg) = | 1 1 0

1 0 x3—14

Nous avons u € F' si et seulement v’ = x — xju; — (22 — x1)es € F. Les deux premieres coordonnées de u”
sont nulles et les vecteurs (uy, e2) de la base échelonnée de F' dans la base B sont d’ordres respectivement 1
et 2 dans la base B. Nous obtenons alors, u € F si et seulement si : x5 — 7 = 0. Ainsi,

1'3—.771:0

est un systeme d’équation de F' dans la base B.
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3) Soit w € DN F = {0}. Comme u appartient a D, il existe A € K tel que u = Xe;. Les coordonnées
de u dans la base B sont donc : (), 0,0). Traduisons en utilisant le systeme d’équations de F' dans la base B
donné dans la question précédente que u € F. Nous obtenons A — 0 = 0. Soit A = 0, soit u = 0. Nous avons
ainsi montré que D N F = {0}.

4) D’aprés un résultat du cours, D et F' sont supplémentaire si :

dimg D + dimg F = dimgE et DN EF = {0}

Le vecteur e; est non nul. C’est donc une base de D = Vect(e). Ainsi, D est de dimension 1. Nous avons vu
que F' est de dimension 2. Ainsi, 1 + 2 = 3 = dimg F. Comme, d’apres la question précédente D N F = {0},
nous avons bien :

E=Da&F

Correction de I’exercice 34

1) Soit w € H N L. Traduisons que w € L : il existe a et b réels tels que :
w=au+bv=ua(l,1,1,1) +b(1,0,0,0) = (a + b,a,a,a)

Comme w € H, ses ocordonnées vérifient les équations de H. On obtient :

(a+b)+a+a+a = 0
(a+b)—a+a—a = 0.

Soit 4a+b=0et b= 0. Ainsi, a = b =0 et w = 0. Nous avons ainsi montré que H N L = {0}.
2) Le vecteur (x1, z2,x3,24) € H si et seulement si :

T1+Tog+x3+2x4 = 0
X1 —Xog+ Tz — Ty = 0.

ou encore si et seulement si :
T + X2 + ZT3 + x4 =0
21['2 + 21’4 = 0.
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Ce systeme est triangulé de variable libre x4 et x3, on obtient : xo = —x4 et x1 = —x3. Ainsi, H =
{z3(—1,0,1,0) +24(0,—1,0,1) tels que z3 , 4 € R}. La famille (1,0, 1,0), (0,—1,0,1) est donc une famille
générarice de H. Elle est libre, car si

23(—1,0,1,0) + 24(0,—1,0,1) = 0

nous obtenons :

(—Ign — X4, T3, I4) = (07 07 07 0)

et x3 = x4 = 0. Ainsi, (—1,0,1,0),(0,—1,0,1) est une base de H. En particulier, dimg (H) = 2.

Nous montrons facilement que la famille (u,v) est libre. Elle engendre L par définition. C’est donc une
base de L et dimg (L) = 2.

Ainsi, nous avons :

HNL={0} , dimgR"'=2+2=dimgr(H) + dimg(L)

Cela assure que H et L sont deux sous-espaces supplémentaires de R*.
2) Comme H et L sont deux sous-espaces supplémentaires de R*, le vecteur (a, b, c,d) de R* s’écrit de facon

unique :
(a,b,c,d)=1+h avec le€L e heH

Traduisons que [ € L : il existe a et b réels tels que :
l=au+pfv=cl,1,1,1) + £(1,0,0,0) = (a + B, a, a, @)

On obtient :
h=(a,b,c,d) — (a+ f,a,a,a) = (a—a—p,b—a,c—a,d — «)

Exprimons que h € H, on obtient :

a+b+c+d = da+p
a—b+c—d = (.
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11 vient :

Nous en déduisons :
b d b g d b d b d
2

+

I =( + + b + )
—\¢ ¢ 9 T2 2 % Ty

d
2 272 2

by
"2
Correction de I’exercice 35
1) Notons E = R et B = (e, e, €3,¢€4) la base canonique de R* :

er = (1,0,0,0),es = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e3 = (0,0,0,1)

Nous avons : v(u1) = v(ug) = v(uz) = 1.

1 1 -2
1 2 1

Mp(u1, uz,u3) = 1 1 _9 ,  H = Vect(uy, us, u3)
-1 -3 1

Etape 2 : Nous utilisons u; pour faire monter 'ordre des vecteurs suivants :

up =up Uy =Us — Uy Uy = usz+ 2wy

1 0 0

Mp(uy, uhy, uy) = 1 1 3 . H = Vect(u}, u), uy) .
—1 2 —4
—1 -2 —1

On a v(u)) < v(uh) = v(uf) = 2.
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Etape 3 : Nous utilisons u/, pour faire monter I'ordre des vecteurs suivants :

no__ .,/ no__ .,/ n__ .,/ /
U] = U] Uy = Uy Uy = Uz — Iy

1 0 0

Mp(uy,uy, uy) = 1 1 0 . H = Vect(uy,uy,uy) .
—1 2 —10
—1 -2 )

On a v(uf) < v(uj) < v(uf) L’algorithme est terminé et la famille :
(! = (1,1,—1,—1),u! = (0,1,2,2),4 = (0,0, -10,5))

est donc une base de H échelonnée relativement & la base canonique de R?.

2) La famille (uf,u},u}) est échelonnée par rapport a la base canonique de R*. Soit u de coordonnées
(71, T2, x5, 74) dans la base canonique R*.

" 1 "
uf uy o uf w
1 0 0 T
" " "
Mg(uy,uy,uz,u) = 1 1 0 a9

—1 2 —10 xTs3
-1 -2 5) Ty

Etape 1 : v = u — zyu! -

ul ouy o uh ne
1 0 0 0
Mp(ufufu =1 1 1 0 29—
-1 2 —10 T3+ T
-1 =2 5 Ty + 21

On a u € F équivaut a uV) € F.
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Etape 2 : u® = u® — (25 — xy)ul :

uf ul o uf e
1 0 0 0
Mp(ul,uf,ufu®)y=1 1 1 0 0

-1 2 —10 l’3+3$1—21‘2
-1 -2 5 1'4—371+2£E2

et u € F équivaut a u® = (0,0, 23 + 311 — 209,14 — 21 + 219) € F.

Etape 3: u® = u® 4 (1/10)(x3 4 3z, — 2x5)ulf :

uf oul o uf ne)
1 0 0 0
Mp(u ulf uf vy =1 1 1 0 0
-1 2 -=10 0
;o s (3) 1 1
et u € F équivaut a u*” = (0,0,0, 24 + 5% + o+ 51’3) eF.

L’algorithme est terminé. Le vecteur u'® a ses trois premieres coordonnées nulles et u?’ u4' u4' sont

respectivement d’ordre 1, 2 et 3 relativement a la base B. Le vecteur u de coordonnées (1, 2, 23, x4) dans la
base canonique R* est dans H si et seulement si u® = 0. Donc, si et seulement si :

1 1
$4+§l‘1+$2+§3§3:0

Cette équation est est un systéme d’équations de F' relativement & la base canonique de R*.
3) Soit w € FN H. Donc , u € F. Par définition de F, il existe a € R tel que

u=auy =a(l,1,1,1) = (a,a,a,a)
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Comme u € H, les coordonnés de u dans la base canonique de R* vérifient ’équation de H. Nous devons
alors avoir :

Flatatia=0
a —a a —a =
2 2

Soit 3a = 0, soit @ = 0 et w = 0. Ainsi, F'N H = {0}.
Dans la question 2, nous avons vu que H est un sous-espace vectoriel de R* de dimension 3. Comme F
est engendré par un vecteur non nul, F est un sous-espace vectoriel de R* de dimension 1. Ainsi :

dimgR' =4 =1+ 3 = dimg F' + dimp H
Comme nous venons de montrer que F'N H = {0}, F' et H sont donc supplémentaires :
R'=FaH ;

4) Puisque F' et H sont supplémentaires, il existe v € F' et w € H uniques tels que u = v + w. Comme
v e F, il existe a € R tel que
v=auy =a(l,1,1,1) = (a,a,a,a)

Il en résulte :
w=u—v=(x1,2,3,%4) — (a,a,a,a) = (r1 —a,ry — a,x3 — a,x4 —a) € H

Ecrivons que les coordonnées de w dans la base canonique de R* vérifient I’équation de H :
1 1
(x4—a)+§(x1—a)+($2—a)~|—§(:£3—a) =0

Nous en déduisons : . )
$4+§l‘1+l‘2‘|‘§$3 . 2$4+I‘1+2$2+ZL’3

3 6

a =

Ainsi :

v — 204 + 11 + 229 + T3

1,1,1,1
6 ( Y ) 7 )
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—2%4 + D11 — 209 — X3 —2x4 — 1 + 429 — X3 —2x4 — X1 — 209 + Dx3 dxs — X1 — 229 — T3
6 ’ 6 ’ 6 7 §

Correction de I’exercice 36

1) Un vecteur (x,y,z2,t) € P si et seulement si (z,y,z,t) une solution du systéme d’équations linéaires

homogenes :

)

w=(

r+y+z+t = 0
y+2z+t = 0

Les variables x,y, z,t étant ordonnés naturellement, ce systeme est triangulé et admet deux variables libres z
et t. Ainsi, 'espace vectoriel de ses solutions est un R-espace vectoriel de dimension 2. Résolvons ce systeme.
On obtient :
y=—22—t , pusr=—-y—z—t=2z+t—z—-t=z
Ainsi,
P = {(z,-2z—t,z,t) telsque z, t € R}
= {2(1,-2,1,0) + ¢t(0,—1,0,1) tels que z, t € R}

La famille (u; = (1,—2,1,0),uy = (0,—1,0,1)) est génératrice de P. Elle est libre. Si z(1,-2,1
t(0,—-1,0,1) =0, (2,—2z —t,2,t) est nul et z = ¢ = 0. La famille (u; = (1,—-2,1,0),us = (0,—1,0,1
donc une base de P.

,0) +
)) est
2) Par définition, V' est ’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs v; et ve. Donc, la famille (vy, v)

est une famille génératrice de V. Pour montrer que ¢’ est une base, il suffit donc de montrer qu’il s’agit d’une
famille libre. Soit a,b € R, tels que av; + bvy = 0. Il vient : (a + b,a,a+ b,a) = 0. D’ott a = 0, puis b = 0.

3) Soit w € P+ V. Par définition de P + V, il existe wy; € P et wy € V tels que w = w; + wy. Comme
wy € P, wy s'écrit comme combinaison linéaire des vecteurs de sa base (uy,us) : il existe, a,b € R tels que
wy = auy +bug. De méme, wy € V et wy s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs de sa base (vy, vg) : il
existe, ¢, d € R tels que wy = cvy + dvy. 1l en résulte w = auy + bug + cvy + dvy. Donce, w € vect(uy, ug, vy, v2).
Nous avons donc montré P + V' C vect(uy, ug, v1,v9). Inversement, si w € vect(u,us,v1,vs), il existe
a,b,c,d € R tels que w = auy + bug + cvy + dvg. Ainsi, w = (auy + bu2) (cvy 4+ dvy). Comme auy + buy € P
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et cv;+dvy € V, on obtient w € P+V et vect(uy, ug, v1,v2) C P+V. Finalement, P+V = vect(uy, ug, v, v2).

Nous connaissons les coordonnées des vecteurs uj, ug, v1,v9 dans une base (la base canonique de R4).
Utilisons 'algorithme qui nous donnera une base de vect(uq,ug, vi,v9) échelonnée par rapport a la base
canonique de R*.

1 0 1 1
-2 -1 10

MB(UDUQ;Ul?UQ) - 1 0 1 1 ) P—l—V:VeCt(ulauZaUl,UQ)
0 1 10

Etape 2 : Nous utilisons u; pour faire monter 'ordre des vecteurs suivants :

Uy Uy UV =Up — U] Uy = Uy — Uy

1 0 0 0
Mg(uy, ug, v}, v5) = | -2 —1 3 2 ., P+ V = Vect(uy, us, v, v5) .
1, U2 1, U2
1 0 0 0
0 1 1 0

On a v(uy) < v(ug) = v(v)) = v(vh) = 2.
Etape 3 : Nous utilisons uy pour faire monter I'ordre des vecteurs suivants :

w uy v =04+ 3us vy = v+ 2uy

1 0 0 0

Mp(uy,ug,v],v5) = =2 —1 0 0 , P+ V = Vect(ug,ug, v}, vy) .
1 0 0 0
0 1 4 2

On a v(uy) < v(ug) < v(v]) =v(v)) =4
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Etape 4 : Nous utilisons u, pour faire monter I'ordre des vecteurs suivants :

uy ug v v =i —(1/2)v]

10 0 0

Mp(ug,ug,vi, v ) =1 =2 =1 0 0 , P+ V = Vect(uy, us, vf) .
10 0 0
0O 1 4 0

On a v(uy) < v(ug) < v(vf). L'algorithme est terminé et la famille :
(ul = (17 _27 17 0)7 Ug = (07 _]-7 07 1)7 Uil = (Oa O) 07 4))
est donc une base de P+V échelonnée relativement a la base canonique de R*. P+V est donc un sous-espace

vectoriel de R* de dimension 3.

4) Dire que P et V sont supplémentaires, ¢ ’est dire P +V = R' et PNV{0}. Or, P +V = R est
impossible puisque R* est de dimension 4 et que nous venons de voir que P + V est de dimension 3. Nous

savons que .

Il en résulte 2 + 2 = 3 + dimg (P NV). Soit dimg(P NV) = 1. Une base de (PN V) est donc formée par un
vecteur non nul de P N V; or I'algorithme de la question précédente donne :

1
. no__ N "

1
= (vy+ 2uy) — 5(1}1 + 3us)
1
= (’UQ —Uu; + 2u2) — 5(’01 — Uy + 3U2)

1 1
= 5(2@2 — 2'LL1 -+ 4'LL2 — U1 +up — 3UQ) = 5(21)2 — Uy + Ug — Ul)

Il en résulte : u; —ug = 2v9 —vy. Le vecteur u; —ug = (1,—1,1,—1) est dans P puisque combinaison linéaire
de wuy, us. Or, il est égal au vecteur 2v, — v; qui est dans V' comme combinaison linéaire de vy, v9. Ainsi,
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u; —ug € PNV. Ce vecteur est non nul. Nous avons donc montré que (u; —ug = (1, —1,1, —1)) est une base

de PNV.

Une autre fagon de déterminer une base de PNV est de commencer par déterminer un systeme d’équations
de V. Pour cela, nous commencons comme usuellement a déterminer une base échelonnée de V' relativement a

la base canonique de R* : les calculs donnent que (v; == (1,1,1,1),2" = (0, —1,0, 1) est une base échelonnée
de V relativement & la base canonique de R*. L’algorithme du cours nous permet alors de montrer que :
r—z = 0
y—t = 0

est un systeme d’équations linéaires de V. Ainsi, P NV admet comme systéme d’équations linéaires

r+y+z+t = 0

y+2z+1t 0
r—z = 0
y—t = 0

Pour retrouver P NV | il reste a résoudre ce systeme ce qui est laissé au lecteur.

5) Nous admetons donc que R* = P @ W. Ainsi, tout vecteur u = (z,¥, 2,t) sécrit de fagon unique :
u=1+wavecl € PetwéeW. La projection p sur W parallélement a P est I’application :

p: R*=R" | ur—plu)=w
Précisons p(u) = w a l'aide de (x,y, z,t). 1l existe a,b € R tels que w = av; + bvs. 1l en résulte :
l=(z,y,2z,t) —a(1,1,1,1) = b(1,1,0,0) = (zr —a— b,y —a—b,z —a,t —a) € P

Ainsi les coordonnées de [ vérifient :

r+y+z+t—4a—-20 = 0
y+2z2+t—4a—->bb = 0
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ou encore
{ 4a+2b = z+y+z+t

da+b = y+2z+t

Résolvons ce systeme d’équations linéaires en a,b. La premiere variable étant a, la deuxieme b, le systeme

équivalent suivant est triangulé :
da+2b = z4+y+z+t
b = z—=z2

Il vient :
1
b=x—2 , 4da=ax+y+z+t—20+2z=—-x+y+3z+1t et a:Z(—x—l—y—ir?)z—l—t).
On a ainsi :

1
plu)=w = —(—z+y+3z+t)v;+ (x— 2)vs
= J(-r+y+32 401111 + (- 2)(1,1,0,0)

_ (i(3x+y—z+t),i(3x+y—z+t),i(—x+y+3z+t),i(—x+y+3z+t))

Remarque : Commme dimg P + dimgW = dimgR*, le cours nous apprends que pour montrer que P et
W sont supplémentaires, il suffit soit de montrer que P + W = R*, soit de montrer que P N W = {0}. Le
plus rapide est alors de montrer que P + W = R*. Pour ce faire, nous remarquons (analogue a la question
3) P+ W = vect(uy,uz,vy,v3). Il reste & montrer que vect(uy, ug, v1,vs) est de dimension 4. L’algorithme du
cours qui donne une base échelonnée de vect(uy, us, v1, v3) relativement i la base canonique de R* permettra
de conclure rapidement.
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5 Applications linéaires

5.1 Enoncés

Exercice 37 - Nous considerons ’application linéaire :
f:R* = R? | (21,20, 23,24) = (1 + 29 + 23 + 24, 71 + 229 + 313 + 414)

1) Quelle est la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R?* ?

2) Déterminer le noyau de f. L’application linéaire f est-elle injective ?

3) Quelle est I'image de f ? L’application f est-elle surjective ?

4) Soit y; , yo deux réels, préciser un vecteur u de R* tel que f(u) = (y1,v2)-

Exercice 38 - Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = (e, ez, e3) une base de E. Nous
considerons f 'application linéaire de E vers E telle que :

fler) =e1+ea+es, flea) =2e; —ea+ 2e3, f(ez) = 4de; + ea + 4es

1) Quelle est la matrice A de f dans la base B 7 Si u € E a pour coordonnées (z1, zy,x3) dans la base B,
quelles sont les coordonnées de f(u) dans la base B ?

2) Calculer f(eq + 2ey).

3) Déterminer le noyau et I'image de f.

)
4) Ces sous-espaces vectoriels de E sont-ils supplémentaires 7
5) Quelle est la matrice de f? dans la base B ? En déduire f2(e1), f2(e2),f*(e3).

Exercice 39 — Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 2 et B = (e1, e3) une base de E. Nous consideérons
f Dapplication linéaire de F vers E de matrice dans la base B :

w(13)

83



1) Préciser f(e1) et f(ea). Soit a un réel, déterminer a ’aide de la matrice M le vecteur f(ae; + 17eg).

2) Déterminer le noyau et I'image de f.

3) Soit u = 2e; — €9, v = €1 + €. Montrer que (u,v) est une base de E. Quelle est la matrice de f dans cette
base ?

4) Montrer que ker f et Imf sont des sous-espaces supplémentaires de E.

Exercice 40 - Posons e; = (1,2) et ey = (1, 3).

1) Montrer que (eq, e3) est une base de R2.

Soit f € L(R?) définie par f(e1) = 2eq et f(ez) = €1 + 2es.

2) Quelle est la matrice B de f dans la base (e, ez) ?

3 ) Siu € R? a pour coordonnées (X7, X5) dans la base (e1, e), quelles sont les coordonnées de f(u) dans la
base (e, e3) ?

4) Quelle est la matrice A de f dans la base canonique de R? ?

Exercice 41 — Nous considerons 'application f : R* — R? définie par :
f(l’l, Ta, 1’3,1‘4) = (.731 + i) -+ T3 + Ty, 2l’1 —+ To — I3 + Ty, X1 — T2 + T3 — .734)

Soit B = (e1, €s, €3, €4) la base canonique de R* et B’ = (1, €9, €3) celle de R3.

1) Quelle est la matrice A de f dans ces bases canoniques ? Préciser f(e1), f(ez), f(es), f(eq).
2) Donner une base échelonnée de Vect(f(e1), f(e2), f(es), f(es)) par rapport a la base B'.

3) En déduire la dimension de I'image de f, la surjectivité de f et la dimension du noyau de f.
4) Déterminer une base du noyau de f.

Exercice 42 — 1) Soit u; = (1,2) et uy = (1,3). Exprimer u; et uy dans la base canonique (ey, ;) de R2.
Montrer que (u1, uz) est une base de R2.
-2 1

2) Soit f l'application de matrice dans la base (e1,e3) : A = ( 6 3

). Calculer f(uy) et f(ug). Puis, la

matrice B de f dans la base (ug,us).
3) Qelles sont les matrices de passage de la base (e, e2) a la base (u1,us) et de la base (uy,us) a la base
(e1,e3). Quel est le lien entre A et B 7
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Exercice 43 — Soit e; = (1,0),e5 = (0,1) les vecteurs de B la base canonique de R?. Posons u; = (1,4) et
Ug = (1, 3)

1) Montrer que (u1, us) est une base de R? notée B'.

Soit f : R? — R2, lapplication linéaire de matrice A dans la base canonique de R? :

—7 2

A= < —24 7 )
2) Préciser les vecteurs f(e1) et f(eq). Préciser f2.
3) Préciser f(u1) et f(uz). En déduire la matrice B de f dans la base B'.
4) Préciser les matrices de passage entre les bases B et B'. Quelles sont les coordonnées des vecteurs e; et eg
dans la base (u,us) 7 Retrouver la matrice de f dans la base B’ en utilisant ces matrices de passage.
5) Montrer que les sous-espaces vectoriels Vect(u;) et Vect(ug) sont supplémentaires. Comparer f et la
symétrie vectorielle s par rapport a Vect(u;) paralléllement a Vect(us).
6) Quelle est la matrice de projection vectorielle p sur Vect(u;) paralléllement a Vect(usz) dans la base B,
dans la base B ?

Exercice 44 — Désignons par B = (e, e) la base canonique de R?. Commencer par préciser les vecteurs
ey et es.
1) Nous considerons I'application linéaire f de R? de matrice A dans la base B :

11 -4
4= ( 30 —11 )
Préciser les vecteurs f(e1) ,f(e2) ,f(2,5) ,f(1,3).
2) On pose v; = (2,5) et vy = (1,3). Montrer que B’ = (vy,v;) est une base de R%. Quelle est la matrice B
de f dans cette base ?
3) Quelle est la matrice P de passage de la base B a la base B’ 7

4) Ecrire la formule reliant A et B. Calculer P~! et vérifier cette formule.
5) Déterminer que imf et kerf.
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Exercice 45 — Nous considerons les applications linéaires :

f:R*—=R?* : (21,m9,23) — (211 — 23,331 + 12 + 213)
g:R*? = R?* (x1,m9) +—— (a1 + 29, — 22,271 — T9)

1) Déterminer la matrice A de f dans les bases canoniques de R? et R2. Puis, déterminer la matrice B de g
dans les bases canoniques de R? et R3.

2) Calculer les matrices AB, BA, (AB)%.

3) Montrer que AB est une matrice inversible. Préciser (AB)™!.

4) Expliciter 'application (f o g)2.

Exercice 46 — Notons e; = (1,0) et e3 = (0,1) les deux vecteurs de la base canonique de R?. Posons
€1 = 3e1 — 2e9 et e = —eq + es.

A1) Expliciter €; et €. Puis montrer que (e, €2) est une base de R?.
A2) Exprimer le vecteur e; (resp. e2), comme combinaison linéaire des vecteurs €y, €.

Soit f: R?* — R?, lapplication linéaire définie par f(e;) = €1 et f(ez) = —éa.
A3) Préciser la matrice A de f dans la base (€1, €5). Calculer A% Que pouvez vous dire de fo f ?
A4) Exprimer le vecteur f(e;) (resp. f(e2)), comme combinaison linéaire des vecteurs de ey, es. A5) En
déduire B la matrice de f dans la base (e;, e3). Quelle est la valeur de la matrice B? ?

Soit D; la droite vectorielle de R? engendrée par €; et Dj la droite vectorielle de R? engendrée par €.
B1) Donner une équation de la droite vectorielle D; (resp. Ds) de R?.
B2) Montrer que D; et Dy sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

B3) Soit p la projection sur D; parallélement a Dy et s la symétrie vectorielle sur Dy parallélement a Ds.
Expliciter pour tout (z1,z2) € R?, les deux couples de réels p(xy, x2) et s(xy, xs).
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C1) Comparer f et s.

Exercice 47 — Nous considerons le systeme de 4 équations a 4 inconnues :

Ty — Tog+ T3 — T4
(%) T1+ 2x3 + 14

$1+$2+3ZE3+3I4 =

1 + 229 + 43 + Sy =

I
oo oo

1) Les variables z1, 9, x3, 24 sont ordonnés naturellement. Trianguler ce systéeme d’équations a 'aide de
I’algorithme de Gauss. Quelles sont les variables libres de ce systeme 7

Soit F' le sous-espace vectoriel de R* constitué par les solutions du systeme ().

2) Résoudre le systeme (x) et donner une base de F.

Soit v; = (1,1,1,1),v = (—=1,0,1,2),v3 = (1,2,3,4),v4 = (—1,1,3,5). On désigne par G le sous-espace
vectoriel < vy, vs,v3,v4 > de R* engendré par vy, va, U3, v4.

3) A l'aide d’un algorithme du cours, donner une base de G échelonnée par rapport a la base canonique By
de R%.

4) Déterminer alors, en suivant par exemple 'algorithme du cours, un systeme de 2 équations a 4 inconnues
dont G est ’ensemble des solutions.

5) Montrer que (v1,vq) est une base de G. Préciser 'expression de vz et vy dans la base (v1,v2) de G (nous
pourrons utiliser les calculs effectués dans la question 3).

Nous considerons 'application linéaire f de R* vers R* dont la matrice dans la base B, est :

—1 —1

== = =
o = O
=W N =

1
3
)

6) Déterminer f(e1), f(ea), f(es), f(es) les images par f des vecteurs ey, e, e3, €4 de la base canonique By de
R*. En déduire une base de Im f 'image de f.
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7) Soit (21, z9, 23, 14) € R, posons (Y1, Y2, Y3, ya) = f(x1, T, 3, 24). Préciser I'expression de (y1, Y2, Y3, ys) &
laide de (x1, T2, 3, T4).

8) Déterminer une base de ker f le noyau de f.

9) Montrer que l'intersection de ker f et Im f est réduite au vecteur nul. En déduire que ker f et Im f sont
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

5.2 Corrections

Correction de ’exercice 37
1) Ecrivons les éléments de R* et R? en colonne.

Nous avons :
T T
f T2 | Ty + o+ 3 + T4 (1 1 11 To
23 | \ 21 +22x9+3w3+424 ] 1 2 3 4 T3
Ty Ty

Ainsi, la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R* est :
1111
A= ( 1 2 3 4 )
2) Le noyau de f est par définition constitué des vecteurs x = (xy, 19, 73, 4) de R tels que f(xy, 19, 3, 24) = 0.
Cette équation équivaut a (1, s, xs3,z4) est solution du systeme :

Ty + wx + x3 + x4 = 0
IE1—|—2£L'2+3[I)3—|—4J,‘4:0

Ce systeme a mémes solutions que le systeme triangulé pour l'ordre naturel des variables :

.Z‘1—|—.I2+JI3+JI4:0
+$2+2[E3+3!E4:0
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Les variables libres de ce syteme triangulé sont x3 et x4. Nous obtenons en le résolvant :
ker f = {x3(1,—2,1,0) + 24(2,—3,0,1) tels que z3 , 4 € R}

Nous avons appliquer 1'algorithme de résolution. Nous pouvons donc conclure que ker f admet pour base le
couple de vecteurs de R* : (1,—2,1,0),(2,—-3,0,1). L’espace vectoriel ker f est donc de dimension 2. Le
noyau de f n’est par réduit au vecteur nul de R*. Donc f n’est pas injective.

3) La formule de dimension, nous apprends :
dimR?* = dim Im f + dim ker f

Soit, 4 = dim Im f 4+ 2. Ainsi, 'espace vectoriel Imf est de dimension 2. Comme il s’agit d’un sous-espace
vectoriel de R? qui est aussi de dimension 2, nous avons : Im f = R2.
L’image de f coincide avec R? 'espace but de f. Donc, f est surjective.

4) De la surjectivité de f, il résulte que pour tout (yi,y2) € R?, il existe (z1, 2o, 73, 74) € R? tels que
f(z1, 29,23, 24) = (y1,y2). Fixons (y1,ys); les (x1, x2, x3,24) qui conviennent sont les solutions du systeme :

rT + X2 + T3 + Ty =
T + 2272 + 31’3 + 4334 = Y2
rT + X9 + I3 + x4 = U

+ x + 223 + 324 = Yo—W

Les variables libres de ce syteme triangulé sont z3 et x,. Ces solutions décrivent ’ensemble :
S ={(y2 — y1,2y1 — ¥2,0,0) + x3(1,—2,1,0) + z4(2, —3,0, 1) tels que z3 =4 € R}
Nous obtenons, si nous prenons x3 = x4 = 0, la solution particuliere :
(y2 — v1, 201 — ¥2,0,0)
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Ainsi, nous avons montré que le quadruplet de réels (yo — 1, 2y; — y2,0,0) vérifie :

Fy2 — 11,201 — 42,0,0) = (y1,92)

Correction de ’exercice 38
1) La matrice de f dans la base (e, €2, e3) est une matrice carrée a trois lignes, ses colonnes sont respectivement
les coordonnées de f(ey), f(ea), f(e3) dans la base (eq, 2, e3). Cette matrice est donc :

1 2 4
A=11 -1 1
1 2 4

La matrice A donne les les coordonnées de f(u) dans la base B. Ces coordonnées sont :

U1 1 2 4 T xr, + 2$2 + 4I3
Y2 = 1 -1 1 T2 = Tr1 — To + T3
Y3 1 2 4 T3 T1 + 229 + 423

n 1 2 4 1 5
p | =11 -1 1 2 | = -1
Ys 1 2 4 0 5

Ainsi, f(eq + 2e2) = bey — eg + Hes.

3) Considérons un vecteur u € E et notons (1, 2, z3) ses coordonées dans la base B : u = x1e; + xaes + T3€3.
Le vecteur u est dans ker f si et seulement si f(u) = 0. Donc, si et seulement si les coordonnées de f(u) sont
nulles, c’est a dire solutions du systeme linéaire :

r1 + 219 4+ 4x3 = 0
rKT — X9 + x3
ry + 2ZE2 + 41‘3 = 0

Il
o
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Ce systeme équivaut a :
ry + 21’2 + 4[E3 = 0
rKT — X2 + x3 = 0

ou encore au systeme triangulé (I'ordre des variables est 1'ordre naturel) :

LL’1+2$2+4JI3:0
31’2"‘31‘3:0

En résolvant ce systeme, nous trouvons que ses solutions sont :
S ={wx3(—2,—1,1) tels que z3 € R}
S sont les coordonnées des vecteurs de ker f Ainsi :
ker f = {z3(—2e; — ez + €3) tels que z3 € R}
Le noyau de f est donc un espace vectoriel de dimension 1 de base le vecteur non nul :

—2e1 —eg + €3

Il résulte de la formule de dimension :
3 =dimFE = dim Im f 4+ dim ker f =dim Im f + 1

Ainsi, I'image de f est un espace vectoriel de dimension 2. D’apres le cours, puisque (e, €2, e3) engendrent E,
Im f est engendré par f(ey), f(e2), f(es). Déterminons une base de Im f echelonnée dans la base (ey, eg, €3).

fler) flea) f(es)

Mieren(fle e fe) = 1 25 1 |
1 2 4
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1 0 0
M(€17€2,63)(f(€1>7 f(62) - 2f(€1>, f(€3) — 4f(61)) = 1 -3 -3 ,

1 0 0
1 0 0O
M ey eres)( Fler), f(e2) — 2f(er), f(ez) — 4f(er) — (f(ea) — 2f(e1))) = } _03 8

Ainsi, Imf admet le couple de vecteurs (e;+es+e3, €2) comme base echelonnée relativement a la base (eq, s, €3)
de E.

Nous retrouvons de plus que f(—2e; — es +e3) = 0, c’est a dire que —2e; — e5 + e3 € ker f.

4) Pour toute application linéaire de source E :
dimFE = dim Im f + dim ker f

Comme 'espace but de f est E (f est un endomorphisme), Im f est aussi un sous-espace vectoriel de E. Pour
démontrer que Im f et ker f sont des sous-espaces supplémentaires, il suffit de montrer que leur intersection
est réduite au vecteur nul.

Déterminons un systéme d’équations de Im f relativement a la base (ej, €2, e3). Considérons un vecteur u
de coordonées (z1,x9,x3) dans la base (e, ea, €3). Considérons la matrice :

10 T
M(61762,33)(61 + 62 _'_ 637 637 u) = 1 1 1'2
10 I3

Suivons l'algorithme qui donne un systéme d’équations relativement a la base (eq, e, e3) de Imf qui est 1’espace
vectoriel engendré par (e; + ey + e3, €3)

10 0
Meeaes)(€1+ 2+ €3,e0,u —x1(e1 +eate3) = 1 1 x5 —1y ,
10 T3 — Xq
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10
M e)enes)(€1+ €2+ e3,e3,u —z1(e1 +ea+e3) — (v —x1)eg) = [ 1 1 0
10 T3 — X1

Ainsi, u € Im f si et seulement si ses coordonnées (x1, o, x3) dans la base (eq, ey, e3) vérifient :
Tr1 — X3 = 0

Il est facile maintenant de montrer que Im f Nker f = {0}. En effet si u € ker f , il existe un réel a tel que
u = a(—2e; — ey + e3). Les coordonnées de u dans la base (ej, eg, €3) sont donc (—2a, —a,a). Ce vecteur est
dans Imf si et seulement si :

—2a — (—a) =0

Il vient @ = 0, donc u = 0. Ainsi, Im f Nker f = {0} et Im f et ker f sont des sous-espaces supplémentaires

de E.

5) La matrice de f? dans la base B est :

1 2 4 1 2 4 3 12 18
A2=AA=| -1 1 -1 11 -1|=] -3 -3 -9
1 2 4 1 2 4 3 12 18

Nous en déduisons :
f2(e1) = 3e; — 3ey + 3es, f(ea) = 12e; — 3eg + 12e5, f2(e3) = 18e; — ey + 18e3

Correction de ’exercice 39

1) La matrice M est la matrice de f dans la base B = (e, e2) (noter que cela sous-entend que la base de
départ est aussi la base d’arrivée). Les coordonnées de f(e;) dans la base B sont données par la premiere
colonne de M, ainsi (1,1) sont donc les coordonnées de f(e;) dans la base B. De méme, les coordonnées de
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f(e2) dans la base B sont données par la deuxieme colonne de M et (2,2) sont donc les coordonnées de f(es)
dans la base B. Il en résulte :

fler) =e1+ex et flex) =21 + 2es

Les coordonnées de ae; + 17e5 dans la base B sont (a, 17), il en résulte que les coordonnées de f(ae; + 17¢3)
dans la base B sont :

( 1 ; ) < 1a7 ) _ ( Zigi ) d'out  f(ae; + 17es) = (a + 34)e; + (a + 34)ex = (a + 34)(e1 + e3)

2) Soit u de coordonnées (x1, z3) dans la base B. Le vecteur u est dans ker f si et seulement si f(u) = 0, donc
si et seulement si les coordonnées de f(u) sont nulles :

(L) ()= (i )-(0)

Cela équivaut au fait que (x1,z3) soit solution de I’équation linéaire x; + 225 = 0. Les solutions de cette
équation sont {xs(—2,1) tels que 25 € R}. 1l en résulte :

ker f = {xo(—2e1 + €2) tels que z2 € R} = Vect(—2e; + e3)

Comme —2e; + e est non nul, la famille réduite a ce vecteur est libre et —2e; + e est une base de ker f.
Le sous-espace vectoriel Imf est engendré par les deux vecteurs f(eq), f(e2). Ainsi :

Imf = Vect(f(ey), f(e2)) = Vect(ey + ez, 2e; + 2¢e5)
Nous pouvons pour avancer utiliser trois méthodes. L’algorithme du cours qui dit :

1 2

MB(€1+€2,261+262> =M= < 1 2

) et Imf = Vect(e; + eq, 261 + 2€3)

10

Mp(er + e2,2e1 +2e3 — 2(e1 +e2)) = ( 10

) et Imf = Vect(e; + ea,0) = Vect(e; + e2)
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Comme e; + e est non nul, la famille réduite a ce vecteur est libre et e; + e5 est une base de Imf.
Deuxiemement, nous aurions pu aussi noter que 2e; + 2e5 = 2(eg + e2). Il est alors clair que

Vect(ey + eg, 2e1 + 2e2) = Vect(eg + e2)

Nous terminons alors comme au-dessus.
3) Comme E est de dimension 2, pour montrer que (u,v) est une base de E, il suffit de montrer que la

matrice :
2 1
MB(”:“) = ( -1 1 >

est inversible. Son déterminant est non nul, car égal a 3, d’ou le résultat. Pour déterminer la matrice de f
dans la base B’ = (u,v), donnons deux méthodes :
a) Les coordonnées de u dans la base B sont (2,—1), il en résulte que les coordonnées de f(u) dans cette

meéme base sont :
1 2 2 (0 R o
(1 2)(_1>—<0> dou  f(u) =0=0u+ Ov

De méme les coordonnées de v dans la base B sont (1, 1), il en résulte que les coordonnées de f(v) dans cette
meéme base sont :

( L2 ) ( : ) = < J ) d'on  f(v) = 3e; + 3e; = 3(e1 + €2) = 3v = Ou + 3v
1 2 1 3
Par définition de la matrice de f dans la base (u,v), nous obtenons :
0 0
M(f,(u,v)) - ( O 3 >
b) La matrice de passage de la base B a la base B’ est la matrice :
2 1
(A0

95



Son inverse se déxtermine par le calcul du déterminant et de la comatrice. Nous obtenons :

171 -1
-1 _ *
oy

Nous savons alors que la matrice B de f dans la base B’ est donnée par la formule :

=L (L) (A ) =) (0 ) =0 8)=(08)

4) Nous avons toujours : dimFE = dimker f 4+ dim Imf. Pour montrer que ker f et Imf sont des sous-espaces
supplémentaires, il suffit alors de montrer ker f N Imf = {0}. Soit u € Imf, il existe alors A € R tel que
u = M(ej +e3). Siu appartient de plus a ker f ses coordonnées (A, A) dans la base B vérifient alors 1’équation
de ker f. Nous en déduisons : A +2A =0. Dot A =0 et u = 0. Ainsi, ker f NImf = {0}.

Correction de ’exercice 40
1) R? est de dimension 2. (e, es) est une base de R? si et seulement si la matrice

(2 3)

est inversible. C’est le cas puisque son déxterminant est non nul, car ?gal a 1.
2) La matrice de f dans la base (ej, e3) est par définition

(23]

3) Soit (Y1,Y3) les coordonnées de f(u) dans la base (eq,e2), on a :
i\ _ (01 X1\ _ Xo
v, )~ \22)\ x,) = 2x, +2x,

96



4) La matrice de passage de la base canonique de R? & la base (ey, es) est :

(1)

Son inverse est :

Si A est la matrice de f dans la base canonique de R? :
B=P'AP . A=PBp!
Nous obtenons :
A:<1 1)(0 1)( 3 —1>:<1 1)(—2 1
2 3 2 2 -2 1 2 3 2 0
Nous trouvons A = B, pur hasard !

Correction de I’exercice 41
1) Nous observos que :

1+ Tog+ T3+ T4 1
f = 2.’1)1+ZI]2—Q33+$4 = 2 1 -1
Ty — Tog+ T3 — T4 1

)

(

01
2 2

I
T2
T3
Ty

)



Les vecteurs cherchés ont pour coordonnées dans la base canonique de R? les colonnes de la matrice A. Ceux
sont donc les colonnes de A.

f(el) = f(1707070) = (172’ 1) ) f(€2) = f(ov 1’070) = (17 L, _1)

f(e?)) = f(ovoa 170) = (17 _]-7 1) ) f(64) = .f(oa 0707 1) = (17 1a _1)
2) Appliquons "algorithme du cours, le point de départ est :

1 1 1 1
Mp(f(e1), fle2), fles), fea)) =A=| 2 1 -1 1
1 -1 1 -1
Posons u} = f(e1),ub = f(e2) — f(er),uy = f(es) — f(er),u), = f(es) — f(e1), on a:
10 0 0
Vect (f(e1), f(e2), f(e3), fes)) = Vect (u], uy, uy, uy) et A(uy, up,ug,uy) =1 2 —1 =3 —1
1 -2 0 -2

n __ !/ n __ / n __ / / n o _ / .
Posons u} = uj, uy = uh, ug = ug — 3uy, uy = uy — Uy, on a :

1 0 00
Vect (f(el), f(62)7 f(e?,), f(€4)) = Vect (u/h u/27 ué’)? uﬁl) et A(u/1/7 u/2/7 U’ga UZ) = 2 =100
1 =2 6 0
Comme uj] = 0, on a Vect (f(e1), f(ez), f(es), f(es)) = Vect (uf,uy,uy). Comme les vecteurs uf,ul,uf

sont échelonnés par rapport a la base canonique de R3, (v}, u},u4) est donc une base de l'espace vecto-
riel Vect (f(e1), f(e2), f(e3), f(eq)).

3) L’image de f n’est autre que Vect (f(e1), f(e2), f(es), f(es)). Il en résulte que I'image de f est un sous-
espace vectoriel de R? de dimension 3. Or, R? lui méme est de dimension 3, donc I'image de f est égal & R?
et f est surjective. Comme f est une application linéaire de source un espace vectoriel de dimension 4, nous
avons :

4 = dim (ker f) 4+ dim (im f)
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Il en résulte que le noyau de f est de dimension 1. Le noyau de f est donc une droite vectorielle de R*.
4) L’algorithme donne u} = 0, c’est a dire : u} — u}, = 0, soit :

flez) — fler) — (f(es) — f(e1)) =0

Il vient f(es) — f(eq) =0, c’est a dire f(e; —e4) = 0. Ainsi, e; —eq = (0,1,0,—1) est un vecteur du noyau de
f. Ce vecteur est non nul, c’est donc une famille libre a un élément de ker f. Comme ker f est de dimension
1, eo —eqs = (0,1,0,—1) est une base de ker f. Nous pouvons vérifier ce résultat en résolvant le systeme :

Ty +x9+x3+714 = 0
2v1+w—w3+14 = 0
T1— To+ T3 — T4 =0

dont les solutions sont justement les éléments du noyau de f.

Correction de ’exercice 42
1) Nous avons u; = e1 + 2e5 et ug = €1 + 3ep. La matrice

11
M(81,62)(u17u2> - ( 2 3 )

qui est inversible, car de déterminant non nul. Il en résulte que (u;,uy) est une base de R?.
2) Les coordonnées de f(uy) et f(uz) dans la base (eq, e2) sont respectivement :

(0)=(23)0G) = ()=(23)0)

Ainsi, f(u1) =0 et f(uz) = e; + 3es = uy. La matrice B de f dans la base (uq,uy) est donc :

2= (0 7)
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3) Soit P la matrice de passage de la base (e1,e2) & la base (uy, us) :

(1)

La matrice de passage de la base (uj,us) a la base (e, es) est la matroce :
3 -1
-1 _
el

B=P'AP

Le lien entre A, B et P est :

Cette identité peut donner une deuxieme maniere de calculer B.

Correction de ’exercice 43
1) La dimension de R? comme R-espace vectoriel est 2. Pour montrer que (u;,us) est une base de R?, il
suffit donc de montrer que la matrice :
11
MB(ul,ug) = ( 4 3 )

est inversible. C’est le cas, puisqu’elle est de déterminant —1.
Autre méthode : vu la dimension de R?, il suffit de montrer que la famille (uy, us) est libre. soit a,b € R. tels
que au; + bus = 0. On obtient :

auy + bus = a(1,4) + b(1,3) = (a + b,4a + 3b) = (0,0)

Ainsi, (a,b) est solution du systeme :
a + b =0
4a + 3b = 0

Nous en déduisons a = b = 0. Cela prouve que (uj,uy) est une famille libre, donc une base de R?.
2) Puisque A est la matrice f dans la base canonique de R?: f(e;) = (=7, —24) et f(ez) = (2,7). La matrice
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de f? dans la base B est :

(G (-0

Ainsi, f2 et Idg2 ont la méme matrice dans la base B. Ces applications linéaires sont donc égales : f? = Idga.
3) Les coordonnées de f(uy) et f(ug) dans la base B sont respectivement?:

1 -7 2 1 1 1 -7 2 1 -1
()= )=00) = als)= (50 7) () =(5)
Ainsi, f(u1) = e1 + 4es = uy et f(ug) = —e; — 3ea = —uy. La matrice B de f dans la base B’ est :
1 0
s=(5 %)

4) La matrice de passage de la base B a la base B’ est :

11
P - MB(u1,u2) = ( 4 3 )

La matrice de passage de la base B’ a la base B est :

pa_ (11 13 —1)\_(-3 1
4 3 -1\ -4 1 4 -1
Ainsi, e; = 3uy + 4us et e = u; — us. Nous peuvons retrouver ce résultat en résolvant le systeme linéaire

vectoriel :

er + 4dey = wuy
e + 362 = U2

Nous obtenons en le résolvant comme un systeme linéaire a coefficients réels : es = uy — us et ey = 4us — 3uy.
Les coordonnées des vecteurs e; et e; dans la base (ug,u2) sont respectiveement (—3,4) et (1, —1).
Nous avons :

porar= () () (0= 0 )-(0 %)
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5) Comme dim R? = 2 = dim Vect(u;)+dim Vect(uz), pour montrer que Vect(u;) et Vect(uz) sont supplémentaires,
il suffit de voir que R?* = Vect(u1) + Vect(uy). Cela résulte du fait que (uy,us) est une base de R?. Par
définition de la symétrie s : s(uy) = uy et s(ug) = —ug. Ainsi, f et s sont deux applications linéaires qui
prennent les mémes valeurs sur les vecteurs u;, us d'une base de R2. Elles sont donc égales : f = s et f est

la symétrie vectorielle par rapport a Vect(u;) paralléllement a Vect(usz).

6) Par définition de la projection p : p(u;) = uy et p(ug) = 0. Ainsi, la matrice de p dans la base B’ est :

M(p,B') = (é 8)

p(er) = p(4uy — 3uy) = 4p(u2) — 3p(u1) = —3p(uy) = (-3,-12)
ple2) = p(uy — uz) = p(ur) = (1,4)

-3 -1
M(paB) - < —12 —4 )
Nous pourrions aussi utiliser les matrices de passage pour déduire cette matrice de la matrice de p dans la
base B'.

D’autre part :

Il en résulte :

Correction de I’exercice 44

0) e; = (1,0) et e3 = (0,1).

1) Les coordonnées de f(e;) dans la base canonique sont données par la premiere colonne de A. Ainsi,
f(e1) = 11le; + 30ey = (11, 30). De méme, nous obtenons, f(es) = (—4, —11). Le vecteur (2,5) de R? a pour
coordonées (2,5) dans la base canonique. Dans cette base, les coordonnées de f(2,5) sont donc :

()0 ) (2)-(3)

Ainsi, f(2,5) = (2,5). De méme, Is coordonnées de f(1,3) dans la base B sont :

A(3)-(5 ) ()= ()
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Ainsi, f(1,3) = —(1,3).
2) Comme R? esr un R-espace vectoriel de dimension 2, pour montrer que (v1,v7) est une base de R?, il suffit
de montrer qu’il s’agit d’une famille libre. Soit a, b deux réels, supposons :

(IU1+bU2:0
Nous obtenons :

2¢ + b =0

5a + 3b = 0

Nous en déduisons : a = b = 0. Ainsi, la famille (v, vy) est bien libre. Comme f(v;) = v; = 1vg + Ovg et
f(v2) = —vy = Ovy + (—1)vg, la matrice B est :

-(34)

3) Par définition, cette matrice de passage est :
2 1
P=(33)

261 + 562 = M
er + 3es = w9

Des équations entre vecteurs :

Nous déduisons : e; = 3v; — dvg et e = —v; + 2v,. 1l en résulte :

L (3 -1
(]

Nous pourrions calculer P~! en calculant le déterminant et la comatrice de P.
4) La formule est B = P~'AP. Le lecteur vérifiera (vraiment) que :

%)= ) 2 (3 s)
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5) Le vecteur u de coordonnées (z1,x2) dans la base B appartient a kerf si et seulement si les coordonnées de
f(u) dans cette base sont nulles, donc si et seulement si :

11 —4 T i 1]..%‘1-4(132 . 0
30 —11 ro ) \ 30z —1lzy /] \ 0 )

{].11’1 - 4$2 =0

Le systeme :

30.171 - ].1?[72 =0
équivaut a :
111’1 — 4ZE2 = 0
— T3 =0
Le couple (0,0) est la seule solution de ce systeme. Ainsi, kerf = {0} et f est injective. L’application linéaire

f est un endomorphisme (linéaire avec méme source et méme but). Comme elle est injective, le cours nous
apprends qu’elle est bijective, donc surjective. Ainsi, imf = R2.

Correction de I’exercice 45
1) Nous trouvons :

1 1
A:<20_1> et B=|0 —1

31 2 > 1
2) Nous trouvons :
1 1

2 0 -1 0 3

w2 (14)-0)

312 )\, 70
1 1 5 1 1
BA=|0 -1 (g?_;): -3 -1 =2
2 -1 1 -1 -4
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wor-man=(33)(33)

3) Nous déduisons de la derniere égalité :

I
VR
S
N}
= o
~—
I
N}
—
—
(oW
[\o}

L ipan - L

(AB)(QllAB) = (, AB)AB = (A’ = 211(21Id2) — 1d,

Donc, la matrice AB est inversible et :

L1 0 3/21
(4B) :21(’43):(7/21 0 )

4) (f o g)* a pour matrice (AB)? dans la base canonique de R?. Ainsi, (f o g)? et 21 Idgz ont méme matrice
dans la base canonique de R?. Nous en déduisons (f o g)? = 21 Idgs.

Correction de I’exercice 46
A1) Nous avons :
€1 = 3e; — 2eo = 3(1,0) — 2(0,1) = (3, —-2)

De méme :
€ = —€1 + e = _(LO) + (07 1) = (_17 1)

Nous savons qu’une famille libre a deux éléments d’un espace vectoriel de dimension 2 est une base. Ainsi,
pour montrer que (€, €) est une base de R?, il suffit de montrer que c’est une famille libre. Pour ce faire,
soit a, b deux réels tels que ae; 4+ bey = 0; il vient :

3a—b = 0
—2a+b = 0
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Ajoutons les deux équations, on obtient : @ = 0. D’ou, b = 0. Cela montre que la famille (€1, €;) est une

famille libre de R?2.

A2) Nous avons :
€1 = 3e; — 2ey
€ = —e;+ ey
D’ou :
€1 = 361 — 262
{ 262 = —261 + 262

Soit en ajoutant : e; = € + 2¢5 .
Nous avons également :

€1 = 361—262
362 = —361+362

Soit en ajoutant : ey = €; + 3€g.

A3) Puisque f(e1) = €1 et f(e2) = —e€y, par définition de la matrice d’'un endomorphisme dans une base, nous
obtenons :

A= M(f (a,6)) = ( (1) 2 )

(1008w

Il en résulte que f? et Idgz ont la méme matrice dans la base (€1, ¢€3). Ces applications linéaires sont donc
égales : f2 = Idga.

Nous en déduisons :

A4) Nous avons :

f(61> = f(El + 262) = f(Gl) —f- 2f(€2) = €1 — 262 = 361 — 262 — 2(—61 + 62) = 561 — 462
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De méme :
fle2) = f(e1 4+ 3€2) = f(e1) +3f(€2) = €1 — 3ea = 3ey — 2e2 — 3(—ey + e2) = 6e; — Heg
A5) 11 en résulte :
5 6
B = M(f,(e1,e2)) = < _4 _5 )

Nous vérifions que B? = Ids.

3
B1) L’algorithme du cours montre que y + 5% = 0 est une équation de D;. De méme, y + x = 0 est une

équation de Ds.

B2) Comme la dimension de R? est la somme des dimensions de D; et Dy, pour démontrer que D; et D, sont
en somme directe, il suffit de montrer que Dy N Dy = {0}. Pour ce faire, soit u = (z,y) € D1 N Dy. Comme
u € Dy, il existe a € R tel que u = a(3,—-2) = (3a, —2a). Comme u € Dy : 3a — 2a = 0. Soit a = 0 et u = 0.
Ainsi :

R?’=D,® D,

B3) Ainsi, tout u = (z,y) € R? s’écrit de facon unique : u = u; + uy avec u; € D; et uy € Do. Traduisons
que uy € Dy : il existe a € R tel que uy = a(3,—-2) = (3a, —2a). 1l vient uy = (z — 3a,y + 2a). Traduisons
que ug € Dy : il vient x — 3a 4+ y + 2a = 0. Soit, a =z + y. Ainsi :

u = (z+y)(3,-2) = (3v + 3y, —2x — 2y) ; wuy=(—22—3y,2r + 3y)
Par définition de p et s :
p(z,y) =w = 3z + 3y, =2z — 2y) et 5(z,y) = uy — up = (52 + 6y, —4x — 5y) .

C1) La matrice de s dans la base canonique de R? est donc :

(5 5)
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Ainsi f et s ont méme matrice dans la base canonique de R?. Nous avons donc f = s. Nous aurions pu
remarquer aussi que la matrice de s dans la base (€1, €5) est la matrice A. Nous conclurions de méme que f = s.

Correction de I’exercice 47
1) Les différentes étapes de 1'algorithme de Gauss sont :

Etape 1 :
T1 —To+ T3 — Ty = 0
(%) To + T3+ 224 =0
2209 + 23 + 4x4 =0
31’2 + 3£L‘3 + 61‘4 =0

Etape 2 :
<*) {$1—$2+l’3—$4 =0
To + X3+ 224 = 0

Ce systeme est triangulé. Les variables libres sont x3 et x4.
2) Le systeme (%) a mémes solutions que le systéme triangulé précédent. Suivons la méthode du cours, les
solutions s’expriment a 1’aide des variables libres. La dernere équation donne :

Ty = —XT3 — 224
En remplacant dans la premiere équation, nous obtenons :
Ty =9 — T3+ x4 = (—x3—2x4) — T3+ T4 = —273 — T4
Ainsi, 'ensemble F des solutions de (x) est :

F = {(_2I3 — Ty, —T3 — 2I47 $3,.T4) ; T3,T4 € R}
{1’3(_2, —1, 170) + 1’4(_1, —2,0, 1) ; T3,T4 € R}

La famille B = ((-2,—-1,1,0),(—1,—2,0,1)) est une base de F.
3) Partons de la matrice M (vy, vq, v3,v4) dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs v; dans la base
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canonique de R* :

1 -1 1 -1
M (v1,v9,v3,04) = 1 (1) g é
1 2 4 5
Posons vy = vy 4+ vy, v} = v3 — vy et v} = vy + vy :
1 0 00
M (vy, vy, vy, v)) = 1 é é i
1 3 3 6

Nous remarquons que v§ = v — v = 0 et v) = v} — 2v;, = 0. L’algorithme se termine :

M(Ub Ué) =

— =
W N = O

Il en résulte que la famille (vy,v5) est une base de G. Notons que v; = (1,1,1,1) et v = (0,1,2,3). Nous
observons que v = v} = 0 se traduit par :

U3—2U1—U2:0 et U4—U1+2’l}2:0

4) La famille (vq,v5)étant échelonnnée, pour obtenir un systeme d’équations de G, nous considerons z =
(21, T2, T3, x4) et la matrice :
L1
x
/ 2
M (vy, vy, ) =

€3

—
W N = O

Xyq
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Posons ' = x — zyv; :

10 0
’ no__ 1 1 To — T
M(U17U27x)_ 1 2 T3 — T1
1 3 x4—14
Posons " = a' — (xg — x1)vh = © — zyv1 — (29 — 1)V} :
0 0
1 0

/ n
M(Ulanax)_ 2 x3—l’1—2(x2_x1)

3 Ty — X1 —3(ZE2 —.171)

—_ = =

Un systeme d’équations de G est alors :

$3-2$2+£L‘1—l’4 =0
(%) {x4+2x1—3x2 =0

4) L’espace vectoriel G est de dimension 2, les vecteuts v; et vy sont dans G pour démontrer que (v, vy) est
une base de G, il suffit donc de montrer que (v, vy) est une famile libre. Montrons cela. Soit a,b deux réels
tels que avy + bvy = 0. Comme av; + bvy = (a — b,a,a + b, a + 2b), il vient a = 0, puis b = 0.

5) Nous pourrons noter que d’apres la question précédente :

v3 =201 +v2 et vy =1 — 209
6) Les vecteurs f(ey), f(ea), f(es), f(es) sont les colonnes de la matrice A. On constate ainsi que :
fler) =vi, f(e2) =v2, fles) = w3, flea) =4

Comme Im f est l'espace vectoriel engendré par f(ey), f(e2), f(es), f(es), on obtient Im f = G. Il résulte
alors de la question 4 que (v, v9) est une base de Im f.
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7) Par définition de A, si (y1, Y2, y3,ys) = f(x1,72,73,74), 00 & :

Y1 1 -1 1 -1 1
v | |1 0 2 1 To
ys | |1 1 3 3 T3
Ya 1 2 4 5 T4
Il en résulte :
Y1 = T1— T2+ T3 — T4

Yo = @1+ 273+ 14
Ys = X1+ To+ 3x3+ 314
Yy = X1+ 2x9+ 4x3+ Sy

8 ) Nous constatons que le noyau de f est constitué des solutions du systeme (x). D’apres la question 2, la
famille B = ((—2,—1,1,0),(—1,—2,0,1)) est une base de ker f.
9 ) L’application f étant linéaire de source R?, nous savons :

dim R* = dim ker f + dimIm f

Pour démontrer que ker f et Im f sont supplémentaires, il suffit de montrer que ker f NIm f = {0}. Soit
u € ker f, il existe alors deux réels a et b tels que :

u=a(-2,—1,1,0) + b(—-1,-2,0,1) = (—2a — b, —a — 2b, a, )
Siu € Im f, il vérifie les équations de Im f et on a :

a—2(—a—2b)+(-2a—-0b) = 0
(+) {b+2(—2a—b)—3(—a—26) =0

a+3b = 0
—a+5b = 0

Nous en déduisons a = b = 0. Ainsi, ker f NIm f = {0} et finalement :
R'=ker f@Imf
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6 Matrices Elémentaires

6.1 Enoncés

Exercices Corrigés
Matrices

Exercice 48 - T;;()\) étant la matrice élémentaire qui correspond & ajouter a la ligne i le produit par A de

1
la ligne j, préciser la matrice T271(§) de M5 (R), puis la matrice T172(—2)T2,1(§)

Exercice 49 - 1) Préciser les matrices élémentaires de M;3(R) :
DQ(_Q) ) T372(3) ) T2,l<_2)

2) Calculer la matrice A = T55(3)Da(—2)151(—2).
3) Donner A~! sous forme de produit de matrices élémentaires. Puis, calculer A™!.

Exercice 50 - Appliquer avec précision aux matrices M et N suivantes ’algorithme du cours qui détermine
si une matrice est inversible et donne dans ce cas son inverse :

2 =3 2 =3
M = ( 1 -1 > < M272(R) et N = ( 4 —6 ) < M272(R).

Exercice 51 — (extrait partiel novembre 2011)
1) En utilisant I’algorithme du cours, montrer que la matrice suivante est inversible et préciser son inverse :

(5 3)

2) Puis, donner une expression de A~ et de A comme produit de matrices élémentaires.
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Exercice 52 — 1) Appliquer avec précision 1'algorithme du cours pour inverser la matrice :
1 -1
M = ( 9 _3 ) € M1 (R)

2 ) Donner une expression de M !, puis de M comme produit de matrices élémentaires.

Exercice 53 — ) Appliquer avec précision I'algorithme du cours pour inverser la matrice :

M:@ ;>6M272(R)

Préciser une expression de M !, puis de M comme produit de matrices élémentaires.

Exercice 54 — Soit A et B deux matrices carrées de méme ordre, on suppose que la matrice AB est inversible
d’inverse la matrice C'. Montrer alors que B est inversible et préciser A7

Exercice 55 - (extrait partiel novembre 2011)
Soit X et Y deux matrices carrées non nulles de méme taille a coefficients réels, montrer que si XY = 0, les
matrices X et Y ne sont pas inversibles.

Exercice 56 — Soit M =
1 21

1) Montrer en appliquant les algorithmes du cours que M est inversible. Préciser la matrice M~! ainsi que

la décomposition de M~! comme produit de matrices élementaires.

2) En déduire une décomposition de M comme produit de matrices élémentaires.

3) Montrer que nous avons aussi M = T 3(1)T7 5(1)T51(1)T21(1)T12(2).

4) En déduire une deuxiéme expression de M ! comme produit de matrices élémentaires.

5) Calculer det(M) et retrouver la valeur de M~! en utilisant la formule d’inversion donnée dans le cours.
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Exercice 57 - (extrait partiel novembre 2009)
1) Appliquer avec précision 'algorithme du cours pour déterminer I'inverse M ! de la matrice :

1 2 3
M = 01 2 S M373(R)
0 46

Quelle est la valeur de M~1 ?
2) Donner une expression de M !, puis de M comme produit de matrices élémentaires.
3) Déduire de la question 1 une matrice X de Mj;3(R)telle que :

1 0 0
2XM=0 1 0
0 -2 1

Exercice 58 —1) Appliquer avec précision I'algorithme du cours pour déterminer U'inverse M ! de la matrice :
1 2 3

M=1]0 € M;3(R)
0

11
2 3
2) Donner une expression de M1, puis de M comme produit de matrices élémentaires.
3) Vérifier le calcul en effectuant les calculs des matrices MM ! et M~ M.

Correction de ’exercice 48 :

wih-nannid ()= )

De méme, en utilisant les propriétés des actions a gauche par les matrices élémentaires, on obtient :

T1,2(_2)T271(;) = Tl,g(—Q) ( } (1) ) — ( (1) —12 >

2 2
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6.2 Corrections

Correction de I’exercice 49 :

1.1)

S — O

1.2)

1.3)

115



A™h = (T32(3)Dy(—2)Tp(-2) )"
(-2 DA Ty

= T51(2)Do(—(1/2))T52(—3)

o = O

1
= T51(2)D2(—(1/2))T32(-3) ( 8

_ o O
N—

1 0 0
= T5.(2)Da(—(1/2)) ( 0 1 0 )
0 -3 1

1 0 0
- T2,1<2>(o ~(1/2) o)
0 1

3
1 0 0

= |2 -2 o
(0 —3 1)

Correction de ’exercice 50 :
a) Les deux lignes de M sont d’ordre 1. Donc, M est ordonnée.

1 2 =3 1 1 0
Ml - T2’1<—§) M - ( 0 1 ) Bl — T2,1(_§) [2 — < 1 1 > BlM - M1
2 2

La matrice M est triangulaire (on dit aussi échelonnée). La premiére phase de 'algorithme est terminée. Les
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éléments de la diagonale de M étant non nuls, on peut conclure que M est inversible.

2 -3 1 0
%:DMML:<01> &:Dﬂﬂ%=(42> BoM = M

M—DlM— L — B—DlB— 3 0 BsM = M.
3 1 0 3 -1 3
M4=T1,2(§) Ms = < 0 1 ) =1 B4:T1,2(§) Bs = < 1 9 ) B,M = M, = I
On obtient donc :
4, [ -13
M _&—<—12

Soit encore en remontant les calculs :

b) Les deux lignes de N sont d’ordre 1. Donc, N est ordonnée.
10

2 -3
N1 :TQJ(—Q) N == ( 0 0 ) Bl :Tg,l(—z) Ig == ( _2 1 ) BlN: Nl

La matrice N; est triangulaire (on dit aussi échelonnée). La premiére phase de 'algorithme est terminée. Une
ligne de IV est constituée de 0. La matrice N n’est donc pas inversible.

Correction de ’exercice 51 :
1) On a:



Ty 0(=2) Da(—1/2) Ty (—3) A ( o ) _

Ainsi, A est inversible et

AN = Ty 5 (=2) Dy(—1/2)To1 (=3) = Tya(—2) Da(—1/2)Toa(—3) ( L0 )

01
Soit
A7V =T, 5(=2)Dy(~1/2) ( _13 (1) )
AT =T15(-2) ( 3}2 _?/2 )
AT = ( 3_/22 —11/2 )
2) On a vu ;

A =T 5(=2)Do(—1/2)Ty 1 (—3)

Il en résulte :
A= (A = (T12(-2)Da(-1/2)T21(-3) )"

Soit :
A =Ty (=3)"'Dy(=1/2)'T15(=2)"" = T, (3) Do(—2)T1 2(2)

Correction de ’exercice 52 :
2.1) Les deux lignes de M sont d’ordre 1. Donc, M est ordonnée.

1 -1 1 0
My =Ty, (—2) M = ( 0 1 > By =Ty (-2) I, = ( o > BIM = M,

La matrice M; est triangulaire (on dit aussi échelonnée). La premiére phase de I'algorithme est terminée.
Les éléments de la diagonale de M étant non nuls, on peut conclure que M est inversible.
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My = Dy(—1) M, = ( 01 ) By = Dy(—1) By = ) BoM = M

1 0 3 —1
M3 = TLQ(]_) M2 = ( 0 1 ) = ]2 B3 = TLQ(]_) BQ = < > BgM = M3

On obtient donc :

2.2) Soit en remontant les calculs :
Mil - Tl,g(l)Dz(—l)T271(—2)

On sait que l'inverse de T; ;(\) est T; j(—A) et que pour a # 0, I'inverse de D;(a) est D;(1/a). On rappelle
que si A, B et C sont trois matrices carrées de taille n inversibles : (ABC)™! = C~'B7'A~!. On obtient
alors :

M = (M) = (T12(1) Dy(=1)T31(=2)) " = T51(2) Da(—1)T12(—1)

Correction de I’exercice 53 :

Mise en place :
2 1 10
M—<32> 12—<01> LM =M

Les deux lignes de M sont d’ordre 1. Donc, M est ordonnée.

My = Ty1(~3/2) M = ( . 1}2 ) By = Tor(=3/2) I = ( —§/2 ; ) BM = M,

La matrice M; est triangulaire (on dit aussi échelonnée). La premiére phase de I’algorithme est terminée.
Les éléments de la diagonale de M étant non nuls, on peut conclure que M est inversible.
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2 -1
M3:T172(—1/2> MQI ( 0 1 ) B3:T172(—1/2) BQI ( 2 ) BgM:Mg

On obtient donc :

Soit en remontant les calculs :
1
M~ = Tl,z(—1/2)Dz(2)D1(§)Tz,1(—3/2)

On sait que l'inverse de T; ;(\) est T; j(—A) et que pour a # 0, l'inverse de D;(a) est D;(1/a). On rappelle
que si A et B sont deux matrices carrées de taille n inversibles : (MN)~! = N='M~1. On obtient alors :

M = (M) = (Ti5(~1/2)Da(2) Dy (5)Toa(~3/2)) " = Toa(3/2) D1 (2)Da(1/2)T15(1/2)

Correction de ’exercice 54 :

Soit n, 'ordre des matrices carrées A, B, C. Par définition : ABC = BCA = I,,. Ainsi B admet le matrice
C'A comme inverse a droite. D’apres le cours, si une matrice carrée a un inverse a droite, elle est inversible
(c.a.d. admet un inverse a gauche égal a son inverse a droite). Ainsi, B est inversible d’inverse la matrice

CA.

De méme, A admet le matrice BC' comme inverse a gauche. Ainsi (mémes raisons), A est inversible
d’inverse la matrice BC.
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Correction de I’exercice 55 :
Si X était inversible, on obtiendrait :

XMXY)=X"0=0=X"'X)Y =Y
Ainsi, la matrice Y serait nulle, ce qui est impossible.
Si Y était inversible, on obtiendrait :

(XY)Y '=0Y'=0=X(YY 1) =X
Ainsi, la matrice X serait nulle, ce qui est impossible.

Correction de ’exercice 56 :
1) Partons du couple de matrices :

2 41 1 0
M=1]251 , Is=10 0 s LM =M
1 21 1

Supprimons aux deuxiemes lignes de ces matrices leurs premiéres lignes et supprimons aux troisiemes lignes
de ces matrices la moitié des premieres ligne :

2 4 1 1 100
M1 = 0 1 0 s Al = T3,1(_§)T2,1(_1)13 = —1 10 . AlM = M1
00 1/2 -1/2 0 1
Multiplions les premiéres lignes de ces matrices par 1/2 et multiplions les troisiemes lignes par 2, on obtient :
1 2 1/2 1 2 1/2
MQ = 01 0 s A2 = D3(2)D1(1/2)A1 = -1 1 0 . AQM = MQ
00 1 -1 0 2

Supprimons aux premiéres de ces matrices le produit par 1/2 des troisiémes lignes :

1 20 1 1 0 -1
M3 = 010 s A3 = T173(—§)A2 = -1 1 0 : AgM = M3
0 01 -1 0 2
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Supprimons aux premieres lignes de ces matrices le produit par 2 de leurs deuxiemes, on obtient :

100 3 -2 -1
M4 = 0 0 = Ig y AA == TI’Q(—2>A3 = -1 1 0 : A4M == [3
0 1

1
0 -1 0 2

Il en résulte :

1 32—l 1 1 1
M7 =Ar=| =1 1 0 | =Tip(=2)Tis5(—5)Ds(2)Dr(H)Ts1(=5)Toa(-1) -
-1 0 2

2) On en déduit :

M= (M) = (1) T () Dil5) 7 Ds(2) Tisl(—5) M Tia(~2) "
= T Ta()DaDs(5) sl Tia(2)

3) Posons N = T55(1)T1 5(1)751(1)T%1(1)712(2). On a successivement :
N = T2’3(1)T173(1)T371(1)T2,1<1)T1,2<2)[3
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4) Nous en déduisons : M~ =T o(=2)Ts1(—1)T51(—1)T13(—1)To5(—1).

5) Un calcul donne detM =2(5—-2) —2(4—-2)+(4—-5)=6—-4—-1=1
Ainsi, par la formule donnée a la fin de la sous-section 77 :

) 5—-2 —(4-2) 4-5 3 -2 -1
M*lzI -2-1) 2-1 —-2-2) |=(-1 1 0
4—-5 —(4—4) 10-8 -1 0 2

Correction de I’exercice 57 :
1) Partons du couple de matrices :

1 2 3 1 00
M=]01 2 , Is=[0 1 0 o LM =M
0 46 001

La premiere ligne est d’ordre 1, les deux suivantes d’ordre 2. Utilisons la deuxieme ligne pour faire monter
I’ordre des suivantes :

1 2 3 1 0 0
M1 = 01 2 s A1 = T372(—4)13 = 0 1 0 . AlM = M1
00 -2 0 -4 1

La matrice M est triangulaire. Multiplions sa premiere ligne par —(1/2) pour que sa diagonale soit formée
de 1:

1 2 3 10 0
M2 = 01 2 5 A2 = D3(-<1/2))A1 = 0 1 0 . AQM = M2
0 01 0 2 —(1/2)
La matrice M est triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Utilisons la troisieme ligne pour transformer

t
la deuxieme en (0,1,0) :

1 2 3 1 0 0
M3 = 010 5 A3 = ngg(—Q)AQ = 0 -3 1 . A3M = M3
001 0 2 —(1/2)
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Utilisons maintenant la troisieme ligne de M3 pour transformer la premiere ligne en (1,2,0) :

1 20 1 -6 3/2
M4 = 010 s A4 = T1,3(—3)A3 = 0 -3 1 : A4M = M4
0 01 0 2 —(1/2)
Utilisons maintenant la deuxieme ligne de M, pour transformer la premiere ligne en (1,0,0) :
100 10 —(1/2)
M5 == 010 s A5 = T172(—2)A3 - 0 -3 1 : A5M == M5 = I5
0 01 0 2 —(1/2)
2) 11 en résulte :
1 0 —(1/2)
]\471 - A5 - O —3 ]_ - TLQ(—2)T1’3(—3)TQ73(-2)D3(-(1/2))T372(—4) .
0 2 —(1/2)

On en déduit :

M= (M) = Tyo(=4)"'Ds(—(1/2)) " Tas(=2) "' Ty 3(=3) ' Tha(-2)""
= T32(4)D3(—2))T23(2)T13(3)T12(2)

3) Multiplions I’équation par M~! & droite. Notre équation équivaut a :

1 0 0
XeM3R) et 2X=|0 1 0 |M!
0 -2 1

Cette équation a comme unique solution :
1 1 0 0 1 1 1 0 —(1/2) /2 0 —(1/4)
X=5|0 10 M= 5T?,,Q(—2)M—1 =50 -3 1 = 0 =3/2 1/2
0 -2 1 0 8 —(5/2) 0 4 —(5/4)
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Correction de l’exercice 58 :

1) Partons du couple de matrices :

3 1 00
1 y [3: O 1 0 : [3M:M
3 0 0 1

(NN V)

1
M=10
0

La premiere ligne est d’ordre 1, les deux suivantes d’ordre 2. Utilisons la deuxieme ligne pour faire monter
I'ordre des suivantes :
1 2 3 1 0
Mi=]10 11 , A =Ts9(—-2)[35=1] 0 1
0 01

0
0 . AlM:Ml
0 -2 1

La matrice M; est triangulaire avec des 1 sur la diagonale. Utilisons la troisieme ligne pour transformer
la deuxiéme en (0, 1,0) :
0 O
3 —1 : AQM = M2

1 23 1
M2 = O 1 0 y AQ == T2’3(—1>A1 == 0
001 0 -2 1

Utilisons maintenant la troisieme ligne de My pour transformer la premiere ligne en (1,2,0) :
1 20 1 6
M3 = 010 s A3 = leg(—?))AQ = 0 3 -1 . A3M = M3
0 01 0 -2 1
Utilisons maintenant la troisieme ligne de M3 pour transformer la premiere ligne en (1,0,0) :
0 -1
3 —1 : A4M = M4

100 1
My=|0 10| , A=T(-2)As=1|0
001 0 —2 1
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2) 11 en résulte :

1 0 -1
M*t=A4,=10 3 =1 |=T-2)T15(-3)Ta3(—1)T32(-2) .
0 -2 1

On en déduit :

M= (M1 = Tyo(=2)Tos(~1)"T15(=3) ' T1o(-2)""
= T39(2)T53(1)T13(3)T12(2)

3) On en vérifie par des calculs de produits ligne-colonne :

1 2 3 1 0 -1 1 0 -1 1 2 3 1 00
011 0O 3 -1 |=(0 3 -1 01 1|=]10120
0 2 3 0 -2 1 0 -2 1 0 2 3 0 01
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