L1 Info 2016—2017 : Algebre 1 Feuille n° 6

I. Lesquels des familles suivantes de vecteurs sont libres ?

II. Pour quelles valeurs des parametres les familles suivantes sont-elles libres ?
(1,t),(t, 1) (1,0,s),(1,1,s),(s,0,1).
ITI. Déterminer toutes les sous-familles libres maximales de (1,1,0),(4,1,4),(2,—1,4).

IV. (a) Trouver toutes les relations de dépendance linéaire rv; + svy + tvs +uwvy, = 0 entre
vy = (1,1,1), v = (1,2,3), v3 = (1,0, —1) et vy = (1, 3,4).

(b) Extraire une sous-famille libre maximale de vy, vs, v3, vy4.

V. Montrer que deux vecteurs u et v sont linéairement dépendants si et seulement si 'un
est un multiple de 'autre.

VI. Lesquelles des familles suivantes engendrent-elles R3? Extraire une base de R? de
chaque famille génératrice.

(1,1,1),(1,2,3),(1,3,2),(0,1,—1), (1,1,1),(1,3,3),(1,2,2),(1,0,—1).

VII. Lesquelles des familles suivantes sont une base de R??

(a) vy = (1,1,0), vo = (0,1,1), vy = (1,1, 1).

(b) vy = (1,1,0), v, = (0,1,1), w3 = (1,0,1), vg = (1,1,1).
(¢) v1 =(1,1,0), vy = (0, 1, 1).

(d) vi1 =(1,1,1), v2 = (3,0,—1), v3 = (—1,1,—1).

(€) v1 = (1,2,3), vy = (3,0,—1), vy = (1,8,13).

(f) vi = (1,2, -3), v = (1,0, —1), vy = (1,10, —11).

)
VIII. (a) Donner une base du sous-espace £ C R* de solutions du systeéme linéaire

r+y+z+ w=0,
r—y+z—3w=0,
Y+ 2w = 0.

Quelle est la dimension de E' 7

(b) Idem pour le sous-espace de solutions de

r+2y+32+ 4w =0,
r+4y + 9z + 16w = 0.

IX. Compléter les familles libres suivantes en des bases de R?, R? et R*.
(a) v1 = (3,4).
(b) v1 = (1,2,3), vo = (2,0, —1).
() v1 = (1,1,1), vo = (1, —1, 1),



(d V] = (1,17 1, ].), Vo = (17—1, 1,—1)
v = (1,1,1,1), vy = (1,2,3,4).

Quelles sont les coordonnées du vecteur (7,8) dans la base (1,1), (1,2) de R*?
Quelles sont les coordonnées du vecteur (a,b) dans la base (1,1), (1,2) de R??
Quelles sont les coordonnées du vecteur (1,0, —1) dans la base (1,1,1), (1,2,3),
(1,4,9) de R??

(d) Quelles sont les coordonnées du vecteur (a,b,c) dans la base (1,1,1), (1,2,3),

(1,4,9) de R??

XI. (a) Soit g: R? — R? une application linéaire avec g(1,0) = (2,3) et ¢g(0,1) =
(—1,7). Donner une formule pour g(x,y).

(b) On passe a la notation de vecteurs colonnes. Trouver une matrice A telle qu’on ait

g <§) =A (z) pour tout (:;) € R2,. Quelle relation y a-t-il entre les coefficients

des vecteurs (2,3), (1, —7) et les coefficients de A7
(c) Soit h: R® — R? une application linéaire avec h(1,0,0) = (1,1), h(0,1,0) = (0,1)
et h(0,0,1) = (3,2). Répondre aux mémes questions que pour g ci-dessus.

XII. (a) Trouver une base du sous-espace engendré par les colonnes de chacune des matrices
suivantes. Quelles sont les dimensions de ces espaces ?

? ;; 012 3 1101
5 3 4l 12 3 4], 3333
5 4 s 2 345 1010

(b) Trouver une base du noyau de chaque matrice de (a). Quelles sont les dimensions
de ces noyaux ?

XIII. Faire les calculs suivants pour chacune des applications linéaires f: R™ — R™.
(i) Trouver la matrice A telle qu’on ait f(v) = Av.
(ii) Echelonner A.
(iii) Trouver une base du noyau de A.
Rappel : ker f = {solutions v du systeme linéaire Av =0} C R".
(iv) Trouver une base de I'image de A.

Rappel : im f C R™ est le sous-espace vectoriel de R™ engendré par les colonnes
de A. Une sous-famille libre maximale des colonnes de A donne une base de im f.

(v) Quelles sont les dimensions du noyau de f et de I'image de f 7 Que vaut la somme
dimker f + dimim f 7

flxy) = (r+y, -z —y),
flry,2)=(@+y+z,v+y+z,2+y+2),
flz,y,z,w) = (dx+y+w,—x + 5z +w,x + y + 152 + 4w),
fx,y,2) = (4o —y+ 2,2+ 2,5y + 15z, + y + 42).



