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Feuille d’exercices n° 3

I. Soit R un anneau factoriel et a,b,c € R trois éléments non nuls. Montrer que si
on a pged(a, b) = 1, alors on a pged(ac, be) = c.

IT. Soit R un anneau factoriel tel que pour tout a,b € A l'idéal (a,b) engendré par
a et b est principal. Montrer que R est principal. (Attention. On ne suppose pas
que R est noethérien.)

ITI. Montrer que 'anneau Z[v/3] = {a +bv/3 | a,b € Z} est isomorphe & Z[X]/(X? —
3). Est-il integre ?
IV. Soit B un anneau, et P € B[X] un polynéme non nul. Trouver une condition sur

les coefficients de P qui permet de conclure que pour tout F' € B[X] il existe
Q,R € B[X] avec F'=PQ + Ret R=0oudegR < degP.

V. Soit A= C[X,Y]/(Y? — X?). Considérons le morphisme d’anneaux

¢: C[X,Y] — CIT]
F(X,Y) v F(T%T%).

(a) Montrer qu'on a kerp = (Y2 — X3). En déduire que A est isomorphe & un
sous-anneau de C[T.

(b) L’anneau A est-il integre ?
(c) Montrer que I'image de ¢ est R = C[T? T3].

(d) En trouvant deux factorisations différentes de T® dans R, montrer que R n’est
pas factoriel.

(e) Donner des C-bases des idéaux (T?), (T?) et (T%) N (T?) de R. Les éléments
T? et T° ont-ils un ppcm dans R ?

(f) Les éléments T° et T ont-ils un pged dans R ?

VI. Montrer que les anneaux C[X,Y]/(Y —X?) et C[X,Y]/(XY —1) sont principaux.
(Trouver des anneaux plus simples auxquels ils sont isomorphes.)

VII. Soit n un entier qui n’est pas un carré. Pour z = z+y+/n € Q[y/n] avec z,y € Q
on pose Z = x — y\/n et N(z) = zZ. Montrer les énoncés suivants.

(a) L’application z — Z est un automorphisme de 'anneau Q[/n].

(b) Pour tout z € Q[y/n] on a N(z) € Q. De plus on a N(z2") = N(2)N(2'), et
onaN(z)=0ssionaz=0.

(¢) Q[v/n] est un corps.

(d) Les inversibles de Z[y/n] sont les z € Z[y/n] avec N(z) = +1.

(e) Tl existe des factorisations en irréductibles dans Z[/n].

(f)

f) Pour tout x,y € Z[V2] avec y # 0 il existe ¢,r € Z[v/2] avec x = qy + 7 et
N(r) < N(y).

(g) L’anneau Z[v/—3] n’est pas factoriel.



(h) L’anneau Z[%jg] est euclidien.
VIIL. (Entiers de Gauss irréductibles et sommes de deuz carrés) Soit Z[i] = {m + ni |
m,n € Z} 'anneau des entiers de Gauss. Pour z € Z[i] on pose N(z) = |z|> € N.

On note S 'ensemble d’entiers n qui s’écrivent sous la forme n = a? + b* avec
a,be N.
(a) Montrer que Z[i] est un anneau intégre isomorphe a Z[X]/(X? + 1).

(b) Quels sont les inversibles de Z[i]? Utiliser la multiplicativité de N pour
déduire l'identité de Diophantos

(a® +b%)(c* + d*) = (ac — bd)? + (ad + be)?.

(¢) Montrer que Z[i] est euclidien avec N un stathme euclidien.

(d) Montrer que S est la réunion de {0} et du sous-monoide de (N ~ {0},-,1)
engendré par les normes des irréductibles de Z][i].

(e) Soit p un nombre premier qui s’écrit sous la forme p = a® + b? avec a,b € N.
Montrer que a + bi et a — bi sont des irréductibles de Z][i].

(f) Soit p un nombre premier. Montrer qu’on a p € S ssi p n’est pas irréductible

dans Z[i].

(g) Montrer qu’aux associés pres les deux derniers points donnent tous les irréductibles
de Z[i].

(h) Montrer que si on a n = 3 (mod 4), alors on a n ¢ S. (Quels sont les carrés
modulo 4 7)

(i) Soit p un nombre premier avec p = 1 (mod 4). Montrer que —1 est un carré
dans Z/pZ. (Rappel : Pour F' un corps commutatif, tout sous-groupe fini de F'*
est cyclique.)

(j) Pour I,J des idéaux d'un anneau R, montrer qu’'on a des isomorphismes

d’anneaux T = R/(I+J) = ek

(k) En déduire que p est irréductible dans Z[i] ssi X? + 1 est irréductible dans
(Z/pZ)[X].

En déduire :

Théoréme de deux carrés (Girard, Fermat, Euler). Un entier naturel non nul

est la somme de deux carrés si et seulement si dans sa factorisation en premiers
les premiers congrus a 3 modulo 4 figurent avec une exposante paire.

Pour information :

Théoréme de trois carrés (Legendre, 1797-1798). Un entier naturel est la
somme de trois carrés si et seulement si ce n’est pas de la forme 4*m avec m =7

(mod 8).

Théoréme de quatre carrés (Lagrange, 1770). Tout entier naturel est la
somme de quatre carrés.



