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Feuille d’exercices n° 4

I. Soit M un module sur un corps A et soit X C M.

(a) Montrer que X est une famille libre de M si et seulement si pour tout A-
mdodule N | toute application ¢: X — N s’étend en un morphism M — N
de A-modules.

(b) Montrer que X est une base de M si et seulement si pour tout A-module
N, toute application ¢: X — N s’étend de maniere unique en un morphism

M — N de A-modules.
Ces deux propriétés sont-elles vraies pour A = Z7

II. Soit A un anneau commutatif integre, et M un A-module. La torsion de M est
Tors(M) = {m € M | il existe 0 # a € A avec am = 0}.

(a) Montrer que Tors(M) est un sous-module de M.
(b) Quelle est la torsion des Z-modules Z & (Z/8Z), Q, Q/Z, et R/Z?
(c) Montrer que la torsion de M/ Tors(M) est nul.

ITI. Soit M un A-module et a € A. La a-torsion de M est

oM={me M |am=0}.

(a) Montrer que ,M est un sous-module de M.
(b) Quelle est la 2-torsion de Z & (Z/8Z), Q, Q/Z, et R/Z?

(¢) Supposons A principal, et a,b € A premiers entre eux. Montrer qu’on a 4, M =
oM ® M.

IV. Soit A un anneau commutatif non nul et I un idéal de A.

(a) Montrer que A/I est un A-module de type fini. Quel est le nombre minimal
de générateurs de A/I7

(b) Supposons I # {0} et I # A. Montrer que A/I n’est pas un module libre.

(¢) Soit A un anneau non nul tel que tout A-module de type fini est libre. Montrer
que A est un corps.

V. Montrer que les notions suivantes sont équivalentes :

(a) Les Z[i]-modules.

(b) Les groupes abéliens (G, o) munis d’'un automorphisme o: G — G tel qu'on
ait coo = —1Idg.
VI. Soit A = Clz,y] est [ = (z,vy).
(a) Montrer que z et y engendrent I comme A-module, mais qu’ils n’en sont pas
une base.

(b) Montrer qu'un idéal de A est libre comme un A-module si et seulement si
c’est un idéal principal.



VII. Soit K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u: £ — F un
endomorphisme. On définit une structure de K[T]-module sur E par P(T)x =
P(u)z. On note ce K[T]-module E,.

(a) Soit F' C E un sous-espace vectoriel. Montrer que F' est un K[T]-sous-module
de E si et seulement si F' est stable sous u.

(b) Notons par 1,(T") le polynéme minimal de u. Montrer que P(u) est inversible
si et seulement si P(7T') est premier avec pu, (7). (Bezout)

(c) Soit P un diviseur irréductible de ., et supposons que u, = PYQ avec P
et @ premiers entre eux. Montrer qu'il existe S € KI[T] tel que S(u) soit la
projection sur ker PV parallele a ker Q.

VIIIL. Soit K un corps et A € M, (K).

(a) Montrer que F = K" est un K[T]-module pour la multiplication P(T)z =
P(A)z. On note ce K[T]-module Ey.

(b) Montrer que A, B € M, (K) sont semblables si et seulement si F4 et Ep sont
isomorphes.

(c) Soit B = <(2) }) Le C[T]-module Ep est-il monogene ?
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E¢ est-il monogene ?

(d) Soit C' = ) Pour quelles valeurs du parametre a € C le C[T]-module

(e) Soit P € K[T] un polynome de degré d > 1. La multiplication par 7" induit un
K-endomorphisme de K[T']/(P). La matrice compagnon C(P) est la matrice
de cet endomorphisme dans la K-base 1,7, ...,T% ! de K[T]/(P).
i. Montrer que E¢(py est un K[T]-module isomorphe a K[T']/(P).
ii. Quel est le polynéme minimal de C'(P) 7
ili. Notons par B la transposée de C'(P). Montrer que Ep et E¢(py sont iso-

morphes en tant que K[T]-modules.

(f) Montrer que A et sa transposée sont semblables.



