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Dans tout e qui suit, le orps de base K sera un sous-orps de C.1 Espaes vetorielsTravail 1.1 Pour ommener, s'assurer que l'on sait e que reouvrent desmots-lés omme
• orps
• sous-orps
• espae vetoriel sur un orpsEnsuite se donner des exemples (une in�nité d'exemples).Se onvainre en�n qu'une auto-évaluation et une onsolidation des aquispar des exeries est néessaire.Travail 1.2 V est un K-espae vetoriel, X est un ensemble non vide et

V X = {f : X −→ V } (l' ensemble des appliations de X dans V ).Mettre une struture de K-espae vetoriel sur V X . Donner des exemples.Travail 1.3 V est un K-espae vetoriel et X est un ensemble non vide.Pour f ∈ V X , on appelle support de f l'ensemble
supp(f) = {x ∈ X, f(x) 6= 0V }.On dit que f est à support �ni lorsque card(supp(f)) est �ni.1. Soit Y un sous-ensemble non vide de X.

VY = {f ∈ V X , supp(f) ⊂ Y } est un sous-espae vetoriel de V X .2. L'ensemble des f ∈ V X à support �ni est un sous-espae vetoriel de
V X .
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Travail 1.4 Soit E = K[X]n le K-espae vetoriel des polyn�mes à unevariable, à oe�ients dans K, de degré au plus n (n ≥ 1).1. V = {P ∈ E | ∃x ∈ K,P (x) = 0} est-il un sous-espae vetoriel de E ?2. Soient a, b ∈ K, (a 6= b). On onsidère Wa = {P ∈ E | P (a) = 0} et
Wb = {P ∈ E | P (b) = 0}.a) Véri�er que Wa (resp. Wb) est un sous-espae vetoriel de E.

Wa + Wb =?b) Pour n ≥ 2, donner une base de Wa ∩ Wb.) On suppose n ≥ 2. Soit Fa (resp. Fb) un supplémentaire de Wa(resp. Wb) dans E. Fa + Fb est-il un supplémentaire de Wa ∩ Wb ?Donner une base d'un supplémentaire de Wa ∩ Wb.Travail 1.5 Soit q la forme quadratique dé�nie sur K3 (K est R ou C) par
q(x, y, z) = 2x2 + 5y2 + 2z2 + 6xy + 4xz + 6yz.L'ensemble IK des veteurs isotropes de q est-il un sous-espae vetoriel de

K3 ?Même question pour la forme quadratique dé�nie par
q(x, y, z) = −3x2 − 5y2 − 8xy + 3xz + 5yz.Dérire une méthode générale (i.e valable pour toute formequadratique q sur K3) permettant de répondre aux questions i-dessus.Travail 1.6 On dé�nit une forme quadratique q sur K3 en vous donnantsa matrie M(q) (symétrique) dans une base de K3 et on vous demande sil'ensemble IK des veteurs isotropes de q est un sous-espae vetoriel de K3.Que faites-vous ?
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Dé�nitions 1.7 Soient E et F deux K-espaes vetoriels.1. L'ensemble LK(E,F ) des appliations linéaires de E dans F est un
K-espae vetoriel. Lorsque E = F on parle d'endomorphismes de
E.2. L'espae des endomorphismes de E EndK(E) muni de la loi de om-position des appliations est une K-algèbre.Faites en la vérifiation après avoir rappeléla définition d'une K-algèbre.3. Soit f : E → F une appliation linéaire bijetive. Alors f−1 : F → Eest linéaire. On dit alors que les deux K-espaes vetoriels E et F sontisomorphes. Lorsque E = F , on parle d'automorphisme de E.4. L'ensemble des automorphismes de E (Aut(E)) muni de la loi de om-position des appliations est un groupe.Faites en la vérifiation après avoir rappeléla définition d'un groupe.Travail 1.8 Soient E1, E2 deux sous-espaes vetoriels d'un K-espae veto-riel E, f : E1×E2 −→ E l'appliation linéaire dé�nie par f(x1, x2) = x1+x2.Montrer que Ker(f) est isomorphe à E1 ∩ E2.Travail 1.9 Soit E un K-espae vetoriel. On dit que p ∈ EndK(E) est unprojeteur si p2 = p (p2 = p ◦ p). Montrer que si p ∈ EndK(E) est unprojeteur, alors on a E = Ker(p) ⊕ Im(p). La réiproque est-elle vraie ?Dé�nition 1.10 (Famille libre)1. Soient E un K-espae vetoriel, F = {x1, . . . , xp} une famille �nied'éléments de E. On dit que la famille F est libre (ou linéairementindépendante) sila relation λ1x1 + . . . + λpxp = 0 (λi ∈ K)entraîne λ1 = . . . = λp = 0.S'il existe λ1, . . . , λp ∈ K non tous nuls tels que λ1x1 + . . .+ λpxp = 0,la famille F est dite liée.2. Une famille quelonque F d'éléments de E est dite libre si toute sous-famille �nie de F est libre.3. Si B ⊂ E est une famille génératrie et libre, on dit que B est unebase de E.Travail 1.11 La famille F = {sin(nx)}n∈N∗ est-elle libre dans le R-espaevetoriel des fontions rélles de lasse C∞ sur R ?4



2 Quelques dé�nitions et résultats fondamentauxDé�nition 2.1 Un K-espae vetoriel E est dit de dimension �nie s'iladmet un système �ni de générateurs.Théorème 2.2 Soient E un K-espae de dimension �nie, B = {x1, . . . , xn}une partie �nie de E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes1. B est une base de E2. B est une partie génératrie minimale (pour la relation d'inlusion)3. B est une partie libre maximale.Théorème 2.3 Soient E un K-espae de dimension �nie, L = {e1, . . . , en}une partie libre de E, F = {x1, . . . , xp} une partie génératrie de E.Alors on a n ≤ p.Théorème 2.4 (Existene de base en dimension �nie)Soient E un K-espae de dimension �nie, F = {x1, . . . , xp} une partie gé-nératrie �nie de E et L ⊂ F une partie libre.Alors il existe B base de E telle que
L ⊂ B ⊂ F .Théorème 2.5 (Théorème de la base inomplète)Soient E un K-espae de dimension �nie, L une partie libre �nie, F unepartie génératrie �nie de E.Alors il existe H ⊂ F tel que L ∪H est une base de E.Théorème 2.6 (dimension)

E étant un K-espae vetoriel de dimension �nie, toutes les bases de E ontmême nombre d'éléments. Ce nombre est appelé dimension de E.Travail 2.7Tout K-espae vetoriel E de dimension �nie n est isomorphe à Kn.Dé�nition 2.8 (Rang d'une famille de veteurs)Soient E un K-espae vetoriel, F une famille de veteurs de E. On appellerang de F , noté rg(F), la dimension (supposée �nie) du sous-espae vetorielde E engendré par F .
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Dé�nition 2.9 (Rang d'une appliation linéaire)Soient E, F deux K-espaes vetoriels, f : E −→ F une appliation linéaire.On suppose que E est de dimension �nie.On appelle rang de f , noté rg(f), la dimension du sous-espae vetoriel
Im(f) ⊂ F de F .Théorème 2.10 Soit f ∈ LK(E,F ) où E est de dimension �nie n. Alorson a

rg(f) = dimK(E) − dimK(Ker(f)).Travail 2.11 Soient E un K-espae vetoriel de dimension �nie n, f ∈
EndK(E) un endomorphisme de E. Montrer que Im(f) = Im(f2) entraîne
E = Ker(f) ⊕ Im(f). La réiproque est-elle vraie ?Travail 2.12 E = R[X]2 est le R-espae vetoriel des polyn�mes à unevariable, à oe�ients dans R, de degré au plus 2.Soit f ∈ EndK(E) l'endomorphisme de E qui à P ∈ E assoie le reste de ladivision eulidienne de (X4 − 1)P par (X3 + 1).Quel est le rang de f ?Travail 2.13 Soient E et F deux K-espaes vetoriels de dimensions �nies,
f, g : E −→ F deux appliations linéaires.1. Comparer rg(f + g) et (rg(f) + rg(g)).2. Montrer que |rg(f) − rg(g)| ≤ rg(f + g).Travail 2.14 Soit V un K-espae vetoriel. Un endomorphisme non nul
u ∈ EndK(V ) est dit nilpotent s'il existe un entier p > 1 tel que up = 0.Le plus petit entier naturel non nul r véri�ant ur = 0 est appelé indie denilpotene de u.1. Montrer que si V est de dimension �nie d et u ∈ EndK(V ) est unendomorphisme nilpotent, alors on a ud = 0.2. Donner des exemples d'endomorphismes nilpotents (ave di�érents in-dies de nilpotene) d'un K-espae vetoriel V de dimension 4.3. Soit u un endomorphisme nilpotent d'un K-espae vetoriel V de di-mension d > 0. r étant l'indie de nilpotene de u, on onsidère e(u)le sous-espae vetoriel de EndK(V ) engendré par {ui, i ∈ N}. Donnerune base de e(u).4. On note IdV l'endomorphisme identité de V . Montrer que si u estnilpotent, alors pour tout entier naturel s, (IdV − u)s est un automor-phisme de V . 6



5. Soit u un endomorphisme nilpotent d'un K-espae vetoriel V de di-mension d > 0. r étant l'indie de nilpotene de u, on onsidère x ∈ Vvéri�ant ur−1(x) 6= 0. Montrer que la famille
F = {x, (IdV −u)(x), . . . , (IdV −u)s(x), . . . , (IdV −u)r−1(x)} est libre.Donner un exemple pour dimK(V ) = 4.Travail 2.15 Dans le R-espae vetoriel eulidien usuel R

3, on onsidère lesveteurs u = (1, 1, 2) et vt = (1, t, 1) (où t est un paramètre réel).Trouver tous les veteurs w ∈ R3 permettant de ompléter le système (u, vt)en une base de R
3.Travail 2.16 Soient E un K-espae vetoriel de dimension 3 et V1, V2, V3trois plans vetoriels de E tels que V1 ∩ V2 ∩ V3 = {0E}.Caluler les dimensions des sous-espaes vetoriels suivants :1. V1 + V2, V2 + V3, V3 + V12. V1 ∩ V2, V2 ∩ V3, V3 ∩ V13. V1 + (V2 ∩ V3), (V1 ∩ V2) + V3, (V1 + V2) ∩ V3, V1 ∩ (V2 + V3)4. ((V1 ∩ V2) + (V2 ∩ V3)) ∩ (V3 ∩ V1)5. (V1 ∩ V2) + (V2 ∩ V3) + (V3 ∩ V1).
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3 Formes linéaires, dualitéDé�nition 3.1 (formes linéaires)Soit E un K-espae vetoriel. On appelle forme linéaire sur E, toute ap-pliation linéaire f : E −→ K. L'ensemble L(E,K) des formes linéaires sur
E a une struture de K-espae vetoriel appelé espae vetoriel dual de Eet est noté E∗. Le dual de E∗ est appelé bidual de E et est noté E∗∗Dé�nition 3.2 (hyperplan)Soit E un K-espae vetoriel. On appelle hyperplan de E tout supplémen-taire d'une droite vetorielle de E.

H ⊂ E est un hyperplan de E si et seulement si il existe D ⊂ Edroite vetorielle telle que E = H ⊕ D.Travail 3.31. Soient E un K-espae vetoriel et f ∈ E∗ une forme linéaire non nullesur E. Montrer que Ker(f) est un hyperplan de E.2. Montrer que tout hyperplan H d'un K-espae vetoriel E est le noyaud'une forme linéaire f : E −→ K. L'équation f(x) = 0 est alorsappelée équation de l'hyperplan H.Travail 3.4 Soit E un K-espae vetoriel (de dimension quelonque). Ononsidère l'appliation ev : E −→ E∗∗ dé�nie par
∀x ∈ E, ev(x) : E∗ −→ K

f 7−→ f(x).Montrer que ev est linéaire injetive.Théorème 3.5 Soient E un K-espae vetoriel de dimension �nie n et B =
{e1, . . . , en} une base de E. Alors les formes linéaires f1, . . . , fn dé�nies par

fj(ei) = δ
j
i (symbole de Kroneker)forment une base de E∗ appelée base duale de la base B.
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Travail 3.6 Soit E = R[X] le R-espae vetoriel des polyn�mes à une va-riable à oe�ients dans R. On prend pour base de E le système B =
{1,X, . . . ,Xi, . . .} et on onsidère la famille F = {f0, f1, . . . , fj , . . .} ⊂ E∗dé�nie par

fj(X
i) = δ

j
i .Montrer que la famille F est libre. Cette famille onstitue-t-elle une base de

E∗ ?Travail 3.7 Soit E = R[X]n le R-espae vetoriel des polyn�mes à unevariable à oe�ients dans R et de degré au plus n (n ≥ 1). On onsidère
a0, a1, . . . , an ∈ R (ai 6= aj pour i 6= j) et la famille F = {f0, f1, . . . , fn} ⊂
E∗ dé�nie par

∀P ∈ E, fj(P ) = P (aj).Véri�er que F est une base de E∗ et déterminer la base B de E dont elle estla duale.Qu'en est-il de la famille G = {g0, g1, . . . , gn} ⊂ E∗ dé�nie par
∀P ∈ E, gj(P ) = P (j)(a0)?Dé�nition 3.8 (orthogonalité) Soient E un K-espae vetoriel et E∗ sondual.1. On dit que x ∈ E est orthogonal à f ∈ E∗ (ou que f ∈ E∗ estorthogonal à x ∈ E) si f(x) = 0.2. On dit qu'une partie non vide A ⊂ E est orthogonale à une partie nonvide B ⊂ E∗ si pour tout x ∈ E et tout f ∈ B on a f(x) = 0.Propriétés 3.9 Soient E un K-espae vetoriel et E∗ son dual.1. Soit A une partie non vide de E. Alors l'ensemble A⊥ des formes li-néaires orthogonales à A est un sous-espae vetoriel de E∗.2. Soient A une partie non vide de E et V ect(A) le sous-espae vetorielde E engendré par A. Alors on a A⊥ = V ect(A)⊥.3. Enonés analogues pour une partie non vide B de E∗.Théorème 3.10 (dimension du sous-espae orthogonal)Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie n.1. Pour tout sous-espae vetoriel V de E, on a

dim(V ) + dim(V ⊥) = dim(E) = dim(E∗).9



2. Pour tout sous-espae vetoriel W de E∗, on a
dim(W ) + dim(W⊥) = dim(E) = dim(E∗).Preuve : Exerie.Corollaire 3.11 (double orthogonal)Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie n, E∗ son dual.1. Pour tout sous-espae vetoriel V de E, on a (V ⊥)⊥ = V .2. Pour tout sous-espae vetoriel W de E∗, on a (W⊥)⊥ = W .Travail 3.12 Soient E un K-espae vetoriel de dimension �nie n, V1 et V2deux sous-espaes vetoriels de E. Montrer les égalités suivantes :1. (V1 + V2)

⊥ = V ⊥
1 ∩ V ⊥

2 .2. (V1 ∩ V2)
⊥ = V ⊥

1 + V ⊥
2 .Dé�nition 3.13 (transposée d'une appliation linéaire)Soient E et F deux K-espaes vetoriels et f : E −→ F une appliationlinéaire. Pour toute forme linéaire ϕ ∈ F ∗, on a ϕ ◦ f ∈ E∗. L'appliation

tf : F ∗ −→ E∗ dé�nie par tf(ϕ) = ϕ◦f est linéaire et est appelée transposéede f . Pour tout x ∈ E, [

tf(ϕ)
]

(x) = ϕ (f(x)).Travail 3.14 E est le R-espae vetoriel des polyn�mes à une variable àoe�ients dans R, de degré au plus 3. a0, a1, a2 sont trois points distintsde R. u ∈ EndR(E) est l'endomorphisme de E dé�ni par
∀P ∈ E, u(P )(X) = P ′(X − a0) − P ′(X − a1) + P ′(X − a2).

ϕ ∈ E∗ est la forme linéaire dé�nie par
∀P ∈ E, ϕ(P ) =

∫ a2

a1

P (t)dt.1. Déterminer la forme linéaire tu(ϕ).2. Soient φ1, φ2, φ3, φ4 les quatre formes linéaires dé�nies par : ∀P ∈ E,

φ1(P ) = P (a1); φ2(P ) = P (a2); φ3(P ) = P ′(a1); φ4(P ) = P ′(a2).

(φ1, φ2, φ3, φ4) est une base de E∗ (en faire la véri�ation). De quellebase de E est-elle la duale ?Erire la forme linéaire tu(ϕ) dans la base (φ1, φ2, φ3, φ4).10



4 Matrie d'une appliation linéaireTous les espaes vetoriels onsidérés dans e paragraphe seront supposés dedimension �nie. Le orps de base est toujours un sous-orps de C.Dé�nition 4.1 Soient E, F deux K-espaes vetoriels de dimensions �niesrespetives n et p. On suppose E et F munis respetivement des bases B =
{e1, . . . , en} et C = {v1, . . . , vp}. Soit f : E −→ F une appliation linéaire.Tout x ∈ E, s'érit de manière unique x =

n
∑

j=1

xjej , xj ∈ K. On a don
f(x) =

n
∑

j=1

xjf(ej),et l'appliation linéaire f est entièrement déterminée par la donnée des f(ej),
j = 1, . . . , n.Comme C = {v1, . . . , vp} est une base de F , pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on ade manière unique

f(ej) =

p
∑

i=1

aijvi, aij ∈ K.L'appliation linéaire f est don entièrement déterminée par la donnée des
p × n salaires {aij}i=1,...p,j=1,...n.On appelle matrie de l'appliation linéaire f : E −→ F relativement auxbases B et C, la matrie à oe�ients dans K

MatB,C(f) = (aij)i=1,...p,j=1,...n
, ave p

∑

i=1

aijvi = f(ej).

MatB,C(f) =

















a11 · · · a1j · · · a1n... ... ... ... ...
ai1 · · · aij · · · ain... ... ... ... ...
ap1 · · · apj · · · apn

















.Les oordonnées dans la base C du veteur f(ej) se trouvent sur la j-èmeolonne de la matrie i-dessus.Remarques 4.2 (as partiuliers)Soient E, F deux K-espaes vetoriels de dimensions �nies respetives n et
p, munis respetivement des bases B = {e1, . . . , en} et C = {v1, . . . , vp}. Soit
f : E −→ F une appliation linéaire.11



1. Si n = 1, MatB,C(f) est une matrie uniolonne.2. Si p = 1, MatB,C(f) est une matrie uniligne.3. Si E = F , on a n = p, f est un endomorphisme de E et MatB,C(f)est une matrie arrée n × n. Si en plus B = C, MB,C(f) est notéetout simplement MB(f) et on parle de la matrie de l'endomorphisme
f dans la base B.Travail 4.3On onsidère les R-espaes vetoriels E = R[X]3 et F = R[X]2 munis res-petivement des bases B = {1,X,X2,X3} et C = {1,X − 1,X2 − 1}. Soit

f : E −→ F dé�nie par f(P ) = P ′. Déterminer MB,C(f).Quelle est la matrie dans la base C de l'endomorphisme g de F dé�ni par
g(P ) = XP ′ ?Travail 4.4 L'espae eulidien usuel R

3 est supposé muni d'une base or-thonormée B = {e1, e2, e3}. On note (x, y, z) les oordonnées d'un veteurde R
3 dans ette base. Donner dans la base B la matrie de haune destransformations linéaires suivantes :1. La symétrie (orthogonale) par rapport au plan des (x, y)2. La symétrie (orthogonale) par rapport au plan d'équation x = y3. La projetion orthogonale sur le plan d'équation y = z4. La symétrie (orthogonale) par rapport au plan d'équation

ax + by + cz = 0pour (a, b, c) ∈
(

R
3 \ {(0, 0, 0)}

).5. La projetion orthogonale sur le plan d'équation
ax + by + cz = 0pour (a, b, c) ∈

(

R
3 \ {(0, 0, 0)}

).Travail 4.5 Le K-espae vetoriel E = K[X]n étant supposé muni de sabase anonique C = {1, . . . ,Xi, . . . ,Xn}, on onsidère l'appliation f : E −→
E, donnée par f(P ) = q(P )+ r(P ), où q(P ) est le quotient de la division de
P par X, et r(P ) est le reste de la division de P par Xn.Montrer que f est un endomorphisme de E et donner la matrie M de fdans la base C. Caluler le rang de M .12



Travail 4.6 Soit Mpn(K) le K-espae vetoriel des matries à p lignes et nolonnes, à oe�ients dans K. Quelle est la dimension de Mpn(K) ? Donnerune base de Mpn(K). Soient E et F deux K-espaes vetoriels de dimensionsrespetives n et p. Montrer que LK(E,F ) est isomorphe à Mpn(K).Travail 4.7 (hangement de base)Soient E, F deux K-espaes vetoriels de dimensions �nies, f ∈ LK(E,F ).Soient B et B′ deux bases de E, C et C′ deux bases de F . On pose
P = MatB′,B(IdE) (la matrie faisant passer de la base B à la base B′),
Q = MatC′,C(IdF ) (la matrie faisant passer de la base C à la base C′).Soit f ∈ LK(E,F ) tel que MatB,C(f) = M . Donner M ′ = MatB′,C′(f) enfontion de M , P et Q.Travail 4.8 Pour un entier naturel non nul q, GLq(K) désigne le groupedes matries arrées q × q inversibles.1. Montrer que la relation binaire R dé�nie sur Mpn(K) par

MRN ⇐⇒ (∃P ∈ GLp(K),∃Q ∈ GLn(K); N = PMQ)est une relation d'équivalene sur Mpn(K).Deux matries M et N ∈ Mpn(K) sont dites équivalentes si
(∃P ∈ GLp(K),∃Q ∈ GLn(K) telles que N = PMQ)2. Montrer que deux matries M et N ∈ Mpn(K) sont équivalentes si etseulement si elles ont même rang.3. Montrer que la relation binaire R dé�nie sur Mn(K) par

MRN si et seulement si (

∃P ∈ GLn(K) telle que N = P−1MP
)est une relation d'équivalene sur Mn(K).Deux matries M et N ∈ Mn(K) sont dites semblables si

(

∃P ∈ GLn(K) telle que N = P−1MP
)Travail 4.9 Soit M ∈ Mpn(K). Montrer que l'on a rg(M) ≤ 1 si et seule-ment si

∃A ∈ Mp1(K), B ∈ M1n(K) : M = AB.Travail 4.10 (trae d'une matrie arrée)Soit M = (aij)1≤i,j≤n
une matrie arrée n × n à oe�ients dans K. Onappelle trae de M notée Tr(M) le salaire

Tr(M) =
n

∑

i=1

aii (somme des éléments diagonaux de la matrie M).13



1. Montrer que l'appliation Tr : Mn(K) −→ K qui à une matrie arrée
n × n assoie sa trae est une forme linéaire.2. Pour M , N ∈ Mn(K), montrer que

Tr(MN) = Tr(NM)3. Montrer que deux matries semblables ont même trae.Travail 4.11 E est le K-espae vetoriel Mn(K). Etudier l'appliation τr :
E −→ E∗ dé�nie par

∀A ∈ E,∀X ∈ E, τr(A)(X) = Tr(AX).Travail 4.12 Montrer que toute matrie M ∈ Mn(K) de trae nulle estsemblable à une matrie dont tous les termes diagonaux sont nuls.
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5 Appliations multilinéaires - DéterminantsDé�nition 5.1 (Appliations multilinéaires) Soient E1, . . . , En et Fdes K-espaes vetoriels. Une appliation f : E1 × . . . × En −→ F est dite
n-linéaire si pour tout i ∈ {1, . . . , n},quel que soit (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ∈ E1 × . . .×Ei−1×Ei+1× . . .×En,l'appliation partielle f(x1, . . . , xi−1, •, xi+1, . . . , xn) : Ei −→ F est linéaire.Lorsque F = K on parle de forme n-linéaire. Lorsque n = 2 (resp. n = 3) onparle d'appliation bilinéaire (resp. trilinéaire).Exemple 5.2 (Forme bilinéaire anonique) Soit E un K-espae veto-riel, E∗ son dual. L'appliation

ϕ : E × E∗ −→ K

(x, f) 7−→ f(x)est bilinéaire.Théorème 5.3 L'ensemble des appliations n-linéaires de E1 × . . . × Endans F est un K-espae vetoriel noté Ln(E1 × . . . × En, F ).Remarque 5.4Ne pas onfondre Ln(E1 × . . . × En, F ) et L(E1 × . . . × En, F ) (l'espaedes appliations linéaires de l'espae vetoriel produit E1× . . .×En dans F ).Travail 5.5 Soient E1, E2, E3 et F des K-espaes vetoriels. Pour f ∈ L3(E1×
E2×E3, F ), x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ E1×E2×E3, λ ∈ K, aluler
f(x + y) et f(λx).Travail 5.6 Soit F un R-espae vetoriel de dimension �nie m > 0. Calulerles dimensions des R-espaes vetoriels suivants :1. L(R × R, F ) et L2(R × R, F )2. L(R2 × R

2, F ) et L2(R
2 × R

2, F )3. L(R3 × R
3, F ) et L2(R

3 × R
3, F )Travail 5.7 Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie d.1. Rappeler la dé�nition d'une forme n-linéaire symétrique sur E. Aprèsavoir véri�er que l'ensemble des formes n-linéaires symétriques sur Eest un K-espae vetoriel, aluler la dimension de l'espae vetorieldes formes bilinéaires symétriques sur E.2. Mêmes questions que i-dessus pour e qui onerne les formes n-linéaires antisymétriques sur E.15



Dé�nition 5.8 (Forme n-linéaire alternée)Soient E et F des K-espaes vetoriels. Une appliation n-linéaire
f : En −→ F est dite alternée si pour tout (x1, . . . , xn) ∈ En on a :

∀i, j ∈ {1, . . . , n}, (xi = xj et i 6= j) =⇒ f(x1, . . . , xn) = 0.Théorème 5.9 Toute appliation n-linéaire alternée dé�nie sur En est anti-symétrique. Réiproquement si le orps de base K n'est pas de aratéristique
2, toute appliation n-linéaire antisymétrique est alternée.Travail 5.10 Prouver le théorème 5.9 i-dessus.Théorème 5.11 E étant un K-espae vetoriel de dimension �nie n, le
K-espae vetoriel des formes n-linéaires alternées dé�nies sur En est dedimension 1.Travail 5.12 Soient E un K-espae vetoriel de dimension �nie n et f uneforme n-linéaire alternée non nulle dé�nie sur En. Pour (x1, . . . , xn) ∈ En,montrer que la famille F = {x1, . . . , xn} ⊂ E est liée si et seulement si
f(x1, . . . , xn) = 0.Théorème-Dé�nition 5.13 Soit E un K-espae vetoriel de dimension �-nie n. Une base B = {e1, . . . , en} de E étant donnée, il existe une et uneseule forme n-linéaire alternée f dé�nie sur En, telle que f(e1, . . . , en) = 1.Pour (x1, . . . , xn) ∈ En, f(x1, . . . , xn) est appelédéterminant de (x1, . . . , xn) relativement à la base B et se note

det(ei)(x1, . . . , xn)où tout simplement det(x1, . . . , xn) si le ontexte est lair.Travail 5.14 Soient E un K-espae vetoriel de dimension �nie n, B et B′deux bases de E. Montrer que pour tout (x1, . . . , xn) ∈ En, on a
detB′(x1, . . . , xn) = detB(x1, . . . , xn) × detB′(B).En partiulier si (x1, . . . , xn) = (e′1, . . . , e

′
n) = B′, on a

1 = detB(B′) × detB′(B)16



Théorème 5.15 (Déterminant d'un endomorphisme)Soient E un K-espae vetoriel de dimension �nie n et u un endomorphismede E. Alors il existe un unique salaire λ ∈ K tel que pour toute base B =
(e1, . . . , en) de E on a

detB(u(e1), . . . , u(en)) = λ.Ce salaire λ s'appelle déterminant de u et est noté det(u).Travail 5.16 Donner la preuve du théorème 5.15 i-dessus.Travail 5.17 Soient un K-espae vetoriel de dimension �nie n, u et v deuxendomorphismes de E. Prouver les énonés suivants :1. (u ∈ Aut(E)) ⇐⇒ det(u) 6= 02. det(u ◦ v) = (det(u)) × (det(v))3. ∀u ∈ Aut(E), det(u−1) = (det(u))−1Travail 5.18 Le plan a�ne réel étant identi�é à C, on se donne n points
A1, . . . , An d'a�xes respetifs ai(1 ≤ i ≤ n).Etudier la possibilité de onstruire un polygone du plan a�ne, dont les Aisont les milieux des �tés.Travail 5.19 Résoudre dans C

3 le système linéaire suivant où t ∈ C est unparamètre :






tx + y + t2z = 0
x + ty + tz = 0

tx + t
2
y + z = 0Travail 5.20 a, b et c étant des paramètres réels soumis à la ondition a +

2b + c = 0, résoudre dans R
3 le système linéaire suivant :







ax + by + cz = 1
cx + ay + bz = 1
bx + cy + az = 1Travail 5.21 Pour un entier n (n ≥ 2) et A ∈ Mn(K), donner le rang de

com(A) (la omatrie de A) en fontion de elui de A.Travail 5.22 θ est un nombre réel �xé. n est un entier naturel (n ≥ 2).Caluler le déterminant de la matrie A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn(R) dé�nie par
aij = cos(θ + i + j).Même question pour la matrie B = (bij)1≤i,j≤n ∈ Mn(R) dé�nie par
bij = sin(θ + i + j).17



6 Rédution des endomorphismes et des matriesarrées6.1 Sous-espaes stables par un endomorphismeDé�nition 6.1.1 (Struture de K-algèbre) Soient K un orps ommu-tatif, E un ensemble muni d'une addition (notée +), d'une multipliationinterne (notée ∗) et d'une multipliation externe (notée ×, à domaine K).On dit que E a une struture de K-algèbre ((E,+, ∗,×) est une K-algèbre)si :1. (E,+,×) est un K-espae vetoriel2. (E,+, ∗) est un anneau3. Pour tout λ ∈ K et tout ouple (x, y) d'éléments de E on a
λ × (x ∗ y) = (λ × x) ∗ y = x ∗ (λ × y).On dit que E a une struture de K-algèbre ommutative si l'anneau (E,+, ∗)est ommutatif pour la multipliation interne.On dit que E a une struture de K-algèbre unitaire si l'anneau (E,+, ∗)admet un élément neutre pour la multipliation interne.Soit E un K-espae vetoriel. EndK(E) est le K-espae vetoriel des appli-ations linéaires u : E −→ E. (EndK(E),+,×, ◦) est une K-algèbre.Propriété 6.1.2 Si E est un K-espae vetoriel de dimension �nie n, alors

EndK(E) est isomorphe à Mn(K) et est don de dimension n2. La don-née d'une base B = (e1, . . . , en) de E détermine un isomorphisme φB :
EndK(E) −→ Mn(K), dé�nie par φB(u) = MatB(u). φB est un isomor-phisme de K-algèbres.Dé�nition 6.1.3Soient E un K-espae vetoriel (de dimension quelonque), V un sous-espaevetoriel de E et u ∈ EndK(E). On dit que V est stable par u si u(V ) ⊂ V(i.e. pour tout x ∈ V , on a u(x) ∈ V ). Si V est un sous-espae de Estable par u, alors la restrition u|V de u à V est un endomorphisme de V .
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Travail 6.1.4 Soit E un K-espae vetoriel de dimension 4 (K = R ou C)muni d'une base B = (e1, e2, e3, e4). On note (x1, x2, x3, x4) les oordonnéesd'un veteur dans ette base. Soit ut ∈ EndK(E) (t ∈ K ) dé�nie par
u(ei) = e1 + 2e2 + 3e3 + 4e4 − tei.Pour quelles valeurs du paramètre a l'hyperplan vetoriel Ha d'équation

ax1 + x2 + x3 + x4 = 0 est-il stable par ut ?Pour es valeurs de a, dérire matriiellement ut|Ha
.Propriété 6.1.5 Soient u, v ∈ EndK(E). On suppose que u ◦ v = v ◦ u (ondit que u et v ommutent), alors Im(u) et Ker(u) sont stables par v.Dé�nition 6.1.6 (Polyn�me d'un endomorphisme)Soient E un K-espae vetoriel, u ∈ EndK(E). A tout polyn�me P ∈ K[X](P =

d
∑

i=0

aiX
i) on assoie l'endomorphisme P (u) =

d
∑

i=0

aiu
i ∈ EndK(E)où u0 = IdE , ui = u ◦ u ◦ . . . ◦ u (i fois).Propriété 6.1.7Pour u ∈ EndK(E) �xé, l'appliation ϕu : K[X] −→ EndK(E) dé�nie par

ϕu(P ) = P (u) est un morphisme d'algèbres. Im(ϕu) est une sous-algèbreommutative de EndK(E), ker(ϕu) est un idéal de K[X].Théorème 6.1.8 (Théorème de déomposition des noyaux)Soient P , Q ∈ K[X], u ∈ EndK(E). On suppose que (P,Q) = 1. Alors
Ker(PQ(u)) = Ker(QP (u)) = Ker(P (u)) ⊕ Ker(Q(u)).Plus généralement, si P = P1×· · ·×Ps est un élément de K[X] tel que pour
i 6= j on ait (Pi, Pj) = 1, alors Ker(P (u)) =

s

⊕
i=1

Ker(Pi(u)).Travail 6.1.9 Donner un shéma de preuve du théorème 6.1.8 i-dessus.6.2 Valeurs propres d'un endomorphismeDé�nition 6.2.1 Soient E un K-espae vetoriel, u ∈ EndK(E). On ditque λ ∈ K est une valeur propre de u si Ker(u−λIdE) 6= {0E}. Autrementdit,
λ ∈ K est valeur propre de u si et seulement si il existe un19



veteur non nul x ∈ E tel que u(x) = λx.Un veteur non nul x ∈ E tel que u(x) = λx est appelé veteurpropre pour λ.Le sous-espae Eλ(u) = Ker(u − λIdE) est appelé sous-espaepropre assoié à la valeur propre λ.Propriété 6.2.2 Si λ ∈ K est une valeur propre de u, le sous-espae propre
Eλ(u) = Ker(u − λIdE) assoié à λ est stable par u et la restrition de u à
Eλ(u) est une homothétie de rapport λ.Dé�nition 6.2.3 Soient E un K-espae vetoriel, u ∈ EndK(E). On ap-pelle spetre de u, noté spec(u) (ou sp(u)), l'ensemble des valeurs propresde u.Travail 6.2.4 Soient E = K[X], u ∈ EndK(E) dé�nie par u(P ) = P+XP ′.Quelles sont les valeurs propres de u ?Travail 6.2.5 Pour K = R et pour K = C, donner un exemple de K-espaevetoriel E et u ∈ EndK(E) tels que spec(u) = ∅.Travail 6.2.6 Soient E un K-espae vetoriel de dimension �nie n ≥ 2,
u, v ∈ EndK(E). Montrer que u ◦ v et v ◦ u ont mêmes valeurs propres.Travail 6.2.7 Peut-on se passer de l'hypothèse "E est de dimension �nie"dans l'exerie 6.2.6 i-dessus ?Travail 6.2.8 Soient E un K-espae vetoriel de dimension �nie n,
u ∈ EndK(E), P ∈ K[X].Montrer que si λ ∈ spec(u), alors on a P (λ) ∈ spec(P (u)).6.3 Rédution d'un endomorphisme en dimension �nieSoient E un K-espae vetoriel de dimension �nie n, u un endomorphismede E. On supposera au besoin E muni d'une base B = (e1, . . . , en) de sorteque u est identi�é à sa matrie M = MatB(u) dans la base B.Propriété 6.3.1 Soient E un K-espae vetoriel de dimension �nie n, u ∈
EndK(E). Alors λ ∈ K est une valeur propre de u si et seulement si

det(u − λIdE) = 0.Si on note In la matrie identité d'ordre n, on a λ ∈ K est une valeur proprede u (ou de manière équivalente de M) si et seulement si
det(M − λIn) = 0.20



Dé�nition 6.3.2 E étant K-espae vetoriel de dimension �nie n, pour
u ∈ EndK(E) on pose

Pu(X) = det(u − XIdE) (= det(M − XIn)).On montre que Pu(X) est un polyn�me de degré n.
Pu(X) est appelé le polyn�me aratéristique de l'endomorphisme u(ou de manière équivalente, le polyn�me aratéristiquede la matrie M = MatB(u)).Propriété 6.3.3 Le polyn�me aratéristique est invariant par hangementde bases.Deux matries semblables ont même polyn�me aratéristique.Propriété 6.3.4 Soit M ∈ Mn(K) une matrie arrée d'ordre n. On a

det(M − XIn) = (−1)nXn + a1X
n−1 + . . . + an−1X + anoù a1 = (−1)n−1Tr(M) et an = det(M).Rappels 6.3.51. Si un polyn�me non nul P ∈ K[X] admet λ pour raine de multipliité

α, alors il existe Q ∈ K[X] tel que P = (X − λ)αQ et Q(λ) 6= 0.2. Si un polyn�me non nul P ∈ K[X] admet λ1, . . . , λs pour raines demultipliités respetives α1, . . . , αs, alors il existe Q ∈ K[X] tel que
P = (X − λ1)

α1 × · · · × (X − λs)
αsQ et Q(λi) 6= 0 pour 1 ≤ i ≤ s.On a α1 + · · · + αs ≤ deg(P ).Si α1 + · · · + αs = deg(P ) alors Q est une onstante non nulle et

P = k(X − λ1)
α1 × · · · × (X − λs)

αs (k ∈ K). On dit alors que lepolyn�me P est sindé sur K.3. Un orps K sur lequel tout polyn�me P ∈ K[X] est sindé est ditalgébriquement los.4. { Le orps C des nombres omplexes est algébriquement los.Le orps R des nombres réels n'est pas algébriquement los.Travail 6.3.6Soit M =

(

0 2 − t

1 −1 + t

)

∈ M2(R) où t est un paramètre réel.Caluler le polyn�me aratéristique PM (X) de M et dire pour quelles va-leurs du paramètre PM (X) a une raine double.21



Propriété 6.3.7 Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie et u unendomorphisme de E. Si λ est une raine de multipliité α du polyn�mearatéristique Pu(X) de u, alors on a
1 ≤ dim(Ker(u − λIdE)) ≤ α.Travail 6.3.8 Donner une idée de la preuve de la propriété 6.3.7 i-dessus.Dé�nition 6.3.9 On dit qu'une matrie M ∈ Mn(K) est diagonalisable s'ilexiste une matrie inversible P ∈ Mn(K) telle que P−1MP est une matriediagonale.Dé�nition 6.3.10 Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie et u unendomorphisme de E. On dit que u est diagonalisable s'il existe une base de

E par rapport à laquelle la matrie de u est diagonale.Théorème 6.3.11 Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie n ; et
u ∈ EndK(E). Alors u est diagonalisable si et seulement si il existe P ∈
K[X] polyn�me non nul à raines simples tel que P (u) = 0.Travail 6.3.12 Donner un shéma de preuve pour le théorème 6.3.11 i-dessus.Théorème 6.3.13 (Caratérisation des endomorphismes diagonalisables)Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie n et u ∈ EndK(E).Les assertions suivantes sont équivalentesi) u est diagonalisableii) Le polyn�me aratéristique Pu(X) de u est sindé sur K et pourtoute raine λ de multipliité α de Pu(X) on a

dim(Ker(u − λIdE)) = α.Corollaire 6.3.14 Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie n et
u ∈ EndK(E). Si u admet n valeurs propres distintes λ1, . . . , λn, alors uest diagonalisable et haque sous-espae propre Eλi

= Ker(u−λiIdE) est dedimension 1.Travail 6.3.15Donner des onditions néessaires et su�santes sur les nombres omplexes
a, b, c pour que la matrie symétrique

M =

(

a b

b c

)

∈ M2(C) ne soit pas diagonalisable.22



Travail 6.3.16 Soit E un K-espae vetoriel et u un endomorphisme de E.On dé�nit
ϕu : EndK(E) −→ EndK(E)

f 7−→ u ◦ f1. Montrer que ϕu est un endomorphisme de EndK(E).2. Montrer que ϕu est diagonalisable si et seulement si u est diagonali-sable.Travail 6.3.17 Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie n ;
B = (e1, . . . , en) une base de E. Soient a0, a1, . . . , an−1 ∈ K. On onsidèrel'endomorphisme u de E dé�ni par

u(ei) = ei+1 pour i = 1, . . . , n − 1; u(en) =
n
∑

i=1

− ai−1ei.1. Caluler le polyn�me aratéristique de u pour n = 2, n = 3 et n = 4.2. Trouver une matrie A ∈ M4(R) n'ayant auune valeur propre réelle.3. Caluler le polyn�me aratéristique de u pour n quelonque.4. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si u admet n valeurspropres distintes.Soit f un endomorphisme de E ayant n valeurs propres distintes λ1, . . . , λn.Montrer qu'il existe x ∈ E tel que C = {x, f(x), . . . , fn−1(x)} est une basede E. Donner la matrie de f dans la base C.Dé�nition 6.3.18 On dit qu'une matrie M ∈ Mn(K) est trigonalisable s'ilexiste une matrie inversible P ∈ Mn(K) telle que P−1MP est une matrietriangulaire supérieure.Dé�nition 6.3.19 Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie et u unendomorphisme de E. On dit que u est trigonalisable s'il existe une base de
E par rapport à laquelle la matrie de u est triangulaire supérieure.Théorème 6.3.20 (Caratérisation des endomorphismes trigonalisables)Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie n et u ∈ EndK(E).Les assertions suivantes sont équivalentesi) u est trigonalisableii) Le polyn�me aratéristique Pu(X) de u est sindé sur K.23



Travail 6.3.21 Indiquer brièvement un shéma de preuve du théorème 6.3.20i-dessus.Propriété 6.3.22Le orps C étant algébriquement los, tout endomorphisme u d'un C-espaevetoriel de dimension �nie E est trigonalisable.Théorème 6.3.23 (Théorème de Cayley-Hamilton)Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie n, u un endomorphisme de
E. Alors le polyn�me aratéristique de u annule u :

Pu(u) = 0.Si u a pour matrie M relativement à une base B de E, le théorème deCayley-Hamilton s'énone
PM (M) = 0.Dé�nition 6.3.24 Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie n et

u ∈ EndK(E). Si λ est une valeur propre de multipliité α de u, on appellesous-espae aratéristique assoié à la valeur propre λ, le sous-espae
Nλ = Ker(u − λIdE)α.Propriétés 6.3.251. Si λ est une valeur propre de multipliité α de u, alors le sous-espaearatéristique Nλ = Ker(u − λIdE)α est de dimension α.2. Si le polyn�me aratéristique de u ∈ EndK(E) est sindé sur K,alors E est somme direte des sous-espaes aratéristiques assoiésaux valeurs propres de u.Théorème 6.3.26 Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie n, u ∈

EndK(E) tel que le polyn�me aratéristique de u soit sindé sur K :
Pu(X) = (λ1−X)α1×· · ·×(λs−X)αs , λi 6= λj pour i 6= j (α1+. . .+αs = n).24



Alors pour tout i (1 ≤ i ≤ s) il existe une base
Bi = (ei,1, . . . , ei,αi

) de Nλi
= Ker(u − λiIdE)αitelle que

B = (e1,1, . . . , e1,α1
, . . . , es,1, . . . , es,αs) (la réunion des bases Bi)est une base de E dans laquelle la matrie de u est triangulaire supérieure.Travail 6.3.27 En utilisant le théorème 6.3.26 i-dessus, trigonaliser les ma-tries suivantes

A =





3 1 0
−4 −1 0
4 −8 −2



 , B =









0 0 0 1
1 0 0 2
0 1 0 0
0 0 1 −2









.

Théorème 6.3.28 Soit M ∈ Mn(K) une matrie dont le polyn�me ara-téristique est sindé sur K :
PM (X) = (λ1−X)α1×· · ·×(λs−X)αs , λi 6= λj pour i 6= j (α1+. . .+αs = n).Alors il existe une matrie inversible P ∈ Mn(K) telle que

P−1MP = M ′ =













A1 0 . . . 0

0 A2 . . . 0... ... . . . ...
0 0 . . . As











où Ai ∈ Mαi
(K) est une matrie triangulaire supérieure de la forme

Ai = λiIαi
+ Bi.La matrie M ′ i-dessus est dite diagonale par blos.
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Corollaire 6.3.29 Soit E un K-espae vetoriel de dimension �nie n,
u ∈ EndK(E) tel que le polyn�me aratéristique de u soit sindé sur K.Alors u s'érit d'une manière et d'une seule sous la forme

u = d + noù d est un endomorphisme diagonalisable,
n un endomorphisme nilpotentet dn = nd (n et d ommutent).
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