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10 GEOMETRIE AFFINE

1.7 Trois théorémes classiques: Thalés, Desargues, Pappus

Définition 1.41. (mesure algébrique) Soient D une droite affine dans un espace affine X, U
un vecteur directeur de D. Pour A, B € D, on appelle mesure algébrique du bipoint (A, B), rela-

tivement a U, l'unique scalaire A € K tel que AB =\i. Cette mesure algébrique se note AB.

On vérifie facilement que si A, B, C' et D sont quatre points d’une droite affine D, alors le

rapport i—_g (A # B) ne dépend pas du vecteur directeur de D choisi.

Théoréme 1.42. (théoréme de Thalés dans un plan affine) Soit P un plan affine, D el
D' deux droites distinctes il)ans P. Si Ay, Ao, Az sont trois droites distinctes, paralléles, de
direction distincte de D et D', telles que A; (1<i<3) coupe D et D' respectivement en A; et Aj,
alors on a:

ATAL A A3
AlA,  AAy

Démonstration. Nous avons P =D & A_;, donc Ai—A;’g s’écrit de maniére unique Ai—A;’g =1+,
ot @ €D et ¥ € Aj. En utilisant la relation de Chasles, on trouve: @ = Al—A;, et ¥ = A{—A; +
Ag—A;ﬁ,. Nous savons que Al—A;, = )\Al—A; et que A{—A;’), = )\'m. En utilisant encore une fois la
relation de Chasles, on obtient: Ai—A:’g = )\’Ai—A; = )\’(Ai—A; + A An+ AQ—A;)

On en déduit alors que A=\’, d’ou le théoréme. O

Corollaire 1.43. Soient D et D’ deux droites sécantes en A dans un plan affine P. Soient B,C
deur points de D distincts de A; B', C' deuz points de D’ distincts de A. Alors les droites
AC AC’
B’

(BB') et (CC') sont paralléles si et seulement si

:J>‘D>
b:J|Q
N

Démonstration. Dans un sens on applique le théoréme 1.42 en faisant passer par A une droite
parallele & (BB’), ensuite on utilise une homothétie de centre A envoyant B sur C. ]

Enoncé du théoréme de Thalés dans un espace affine de dimension au moins 3:

Définition 1.44. Soit X un espace affine de dimension n au moins égale 4 3. On appelle
hyperplan de X, tout sous-espace affine H de X, de dimension n—1 (lorsque dim (X) =3, H est
un plan affine).

Théoréme 1.45. Soient X un espace affine de dimension n >3, D, D’ deuz droites affines dis-
tinctes de X, Hy, Ho, Hs trois hyperplans distincts, paralléles et de direction ne contenant pas
celles de D et D'. Si ’hyperplan H; coupe les droites D et D’ respectivement en A;, Aj, alors on

Théoréme 1.46. (théoréme de Desargues) Soient X un espace affine, ABC et A'B'C’
deux triangles non dégénérés de X tels que A#+A’', B+ B' et C+C'.

On suppose que (AB)//(A'B’), (BC)//(B'C’) et (CA)//(C'A"). Alors les droites (AA’),(BB’)
et (CC") sont concourantes ou paralléles.
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Démonstration. Les droites (AB) et (A’B’) étant paralléles, les quatre points A, B, A’ et B’
sont coplanaires. De méme, les points A, C, A’ et C’ sont coplanaires.

On commence par remarquer que si les points A, B, A’ et B’ sont alignés, alors il n’y a rien a
prouver (les droites (A A’) et (BB’) étant alors confondues).

Supposons les points A, B, A’ et B’ non alignés.

Si les droites (AA’) et (BB’) sont sécantes en un point O, on vérifie alors que O # A, O # A/,
O+ B et O+ B’. On considére alors h, 'homothétie de centre O envoyant A sur A’.
L’hypotheése (AB)//(A’B’) nous donne h(B) = B’. Posons h(C) = C”. h(AC) est la droite
parallele & (AC) et passant par h(A) = A’, de méme h(BC) est la droite paralléle a (BC') et
passant par h(B)=B’. Ainsi h(AC)=(A'C"), h(BC)=(B'C").

On en déduit que C” =", donc les droites (AA’), (BB’) et (CC") sont concourantes en O.

Si (AA’) et (BB') sont paralléles, on considére la translation ¢ 7, envoyant A sur A’. Des hypo-
theses (AB)//(A'B’) et (AA’)//(BB’) on déduit que AA’ B’B est un parallélogramme, donc
ty3(B) = B'. Posons C" = t;7,(C). On a t37,(AC) = (A'C'), t 75(BC) = (B'C’) et on en
déduit C"”"=C"’, donc les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont paralléles. O

Théoréme 1.47. (théoréme de Pappus) Soient A, B, C trois points distincts d’une droite
affine D, A’, B’, C' trois points, d’une autre droite D'. Si (AB’)//(BC’) et (A'B)//(B'C),
alors on a (AA")//(CC").

Démonstration. On commence par remarquer que si D//D’; alors c’est gagné (faire un dessin
et utiliser des parallélogrammes).

Notons que la condition (AB’)//(BC’) et (A’B)//(B’'C) entraine que les six points sont copla-
naires.

1l reste a traiter la situation ou les droites D et D’ sont sécantes en un point O.

Supposons donc D et D’ sécantes en O. Soit alors hy ’homothétie de centre O qui envoie A sur
B et ho 'homothétie de centre O qui envoie B sur C.

Ces deux homothéties commutent car elles ont méme centre. On a hg o hi(A) = hy o ho(A) = C,
haoh1(A’)=hyohg(A’)=C'. hgoh; étant une homothétie, on en déduit que (AA")//(CC"). O



