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1.5 DL D’ORDRE 2 POUR UNE FONCTION DE DEUX VARIABLES 7

1.4 Etude de graphe au voisinage d’un point

Soit f une fonction réelle admettant un DL & I'ordre n en zo € R donné par f(z)=ao+ai(x —xo) +- +
an(x — x0)" + o((z — xo)™). Nous savons que la tangente au graphe de f en (xo, f(xo)) admet pour équa-
tion y =agp + a1(x — o).

Pour déterminer la position du graphe de f par rapport a la tangente en (zo, f(zo)) au voisinage de
ce point, on étudie le signe de la différence f(z) — (ag+ a1(z — xo)).

Théoréme 1.29. Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert contenant le point zo € R.
On suppose que f admet un développement limité d’ordre n > 2 en xg, de partie réguliére
P.(z) =ap+ a1(x — x¢) + as(x — 30)% + - + an(z — x0)™.
On suppose que les coefficients a; (i > 2) ne sont pas tous nuls. Dans ces conditions, soit k le plus
petit des entiers i compris entre 2 et n tel que a; # 0. Alors pour x assez proche de g, la diffrénce
f(x) — (ap+ai(z — o)) a méme signe que lexpression ap(x — xo)*.
1. Si k est pair et ar > 0, alors au voisinage du point My = (xo, f(z0)), le graphe de f est au
dessus de la tangente en ce point. En particulier si xo est un point critique de f (f'(zo) = 0),
f(zo) est un minimum local de f.
2. Si k est pair et ar < 0, alors au voisinage du point My = (xo, (o)), le graphe de f est en des-
sous de la tangente en ce point. En particulier si xq est un point critique de f (f'(x0) =0), f(zo)
est un mazimum local de f.
3. Si k est impair, alors au voisinage du point Mo= (o, f(x0)), la tangente traverse le graphe de f
en ce point. My est du type point d’inflexion et le signe de l'expression ar(x — x0)* n’est pas cons-
tant.

Exercice 1.2. Pour chacune des situations 1., 2. et 3. du théoréme 1.29 ci-dessus, faire des dessins illustrant l’allure
du graphe de f (par rapport a la tangente) au voisinage du point (zo, f(z0)).

1.5 DL d’ordre 2 pour une fonction de deux variables

Théoréme 1.30. Soit f: U — R une fonction réelle de deux variables réelles, définie au voisinage de
(zo, yo) € R2. Si f est de classe C? sur U, alors il existe une fonction ¢ définie au voisinage de (xo, Yo)
telle que:

(@) = £ (0, 0) + 55 0, 0) ¢ (2 = 20) + 5 (0 0 x (5= 30) +

1(0°f o%f 0%f
5(@(%7 Yo) % (x —x0)* + Qm(ﬂﬁm Yo) X (& —x0)(y — yo) + @(%, Yo) X (¥ — y0)?
+1(z — 20,y — wo)|I%e(z, y)
e lim e(x =0.
P ) o) (2 Y)
Note 1.31. Soit f:U — R une fonction de classe C? au voisinage de (zo, yo) € R2.
Une équation du plan tangent a la surface d’équation z= f(x, y) en (zo, yo) est donnée par

2= @0, 30)+ G @0, 0) X (@ = 20) + 5 (w0, 30) x (5= o).
2
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Le nombre D(xo, yo) = @(ZEO, Yo) X @(mo, Yo) — m(xo, y0)> est appelé hessien de f en (xo, yo)-

Si (xo, yo) est un point critique de f et si le hessien de f en (zo, yo) n’est pas nul, alors son signe permet
de déterminer la nature du point critique (xo, yo).

Théoréme 1.32. Soit f:U — R une fonction de classe C? au voisinage de

(0, yo) €R? et admettant (o, yo) pour point critique.

Soit D(zxo, Yo) :ﬁ(i'g Yo) X ﬁ(mo Yo) — <ﬁ(xo yo))zle hessien de f en (zo, Yo)-
) D2 ) 8’1/2 ) a,an ) )

2
1. Si D(zo,y0) >0 et %(mo, yo) >0, alors f admet un minimum local en (xo, yo)
2
2. Si D(z0,y0) >0 et %(zo, Yo) <0, alors f admet un mazimum local en (o, yo)

3. Si D(xo, yo) <0, alors (xo, yo) est un point critique de type selle.
Le plan tangent (d’équation z= f(x0, yo)) traverse la surface d’équation

z= f(z,y) en (xo, Yo, f (0, Yo))-

Exercice 1.3. Soit la fonction f: R?— R définie par f(x,y) =zy(3 —z — y).
1. Donner une équation du plan tangent P a la surface S d’équation z= f(z, y)
en (1,1,1).
2. Etudier la position du plan tangent P par rapport & S au voisinage de (1,1, 1).
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