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14 INTEGRATION: FONCTION REELLE D’UNE VARIABLE REELLE.

2.4.3 Changement de variable

La technique du changement de variable se fonde sur la régle de dérivation d’une fonction composée.

Théoréme 2.21. Soient I et J deux intervalles de R. On suppose que ¢: J — R et h: I — R sont
des fonctions dérivables et que l’image de J par ¢ est contenue dans I (ce qui s’écrit: o(J)CI).

Alors la fonction composée ho ¢ est dérivable sur J et on a | (ho (p)/: (h'o gp) X (p' |

Théoréme 2.22. Soient f: I — R une fonction continue sur un intervalle I, p: J — R une fonction
de classe C! et telle que p(J)=1. Alors on a:

1. Si F est une primitive de f, alors F(¢(t)) est une primitive de f(p(t)) x ¢'(t). Réciproguement,
toute primitive de f(p(t)) X ¢'(t) est de la forme F oy ou F est une primitive de f.

2. Sia et b sont deux points de I et « et B sont deux points de J tels que
b B
p(a) =a, ¢(8)=b et ¢(lo, f]) =[a,b], alors / f(%‘)dx=/ fle(®)¢'(t)dt.
a [e%

3
Exemple 2.23. Calculer l'intégrale suivante: / V2z + 1dx.

0
Solution: Soit ¢: [1,4] — [O, g] définie par o(t) = %(t —1). Ona ¢'(t)= %; ¢ est strictement croissante

: 4
V2x+1dx:/ %\/idt.
1

vl

et ¢([1,4]) = [0, g] En utilisant le théoréme précédent, on trouve /
0

Dans la pratique on procéde quasi mécaniquement comme suit:
on fait un changement de variable en posant 2& 4+ 1 = wu, ce qui donne par différentiation membre a

membre, 2dx = du, donc dx = Edu. Lorsque £ =0, on a u = 1 et lorsque x = g, on a u=4. On en

3
2 4 :
déduit: / V2x + 1dx = / %\/ﬂdu. Une primitive de la fonction usuelle u — /u est %u%, ce qui
0 1

i if2 7% 1f s1* 2
donne / 5\/ﬂdu = §|:§u2] = § U2 | . Une simple évaluation de © — %2 en 4 et 1 nous donne
1 1 1

4 H
ensuite / %\/ﬂdu = % Conclusion: / V2z+1dx = %
1 0

Exemple 2.24. Calculer une primitive de la fonction f:[0,+ co[ — R définie par f(z) :ﬁ.
f
Solution: on fait un changement de variable en posant u = 2z2 + 1, ce qui donne du = 4zdx. On en

déduit L dx= 1 X ldu. Comme ldu =In|u| + cste, une primitive de la fonction f définie
2224+ 1 4 u u

par f(z)= Qxfﬁ est iln(2x2 +1).

’
D’une maniére générale, lorsque la fonction f a intégrer est de la forme f(z) = ki]((;:))
constante réelle non nulle, on a /f(w)dx =kln(|g(xz)|) + A, ot X est une constante réelle arbitraire.

ou k est une

b

A noter: étant donnée / f(z)dx a calculer (on suppose f continue), quand on pose = = (i), il
faut déterminer 'intervalle [a, §] (attention: il peut arriver que o > f3) tel que:

e ( est continiment dérivable sur [a, ]
o pla)=a, p(B)=b
e (o, B]) =|a,b]

b B
Dans ces conditions, / f(:v)dx:/ Flo(t)) x o'(t)dt

Exemple 2.25. Soit a un nombre réel strictement positif. En faisant le changement de variable u=—x
sur intervalle [—a, 0], on obtient:

1. Soit f une fonction continue et paire définie sur l'intervalle [ — a, al.

™ ™

Alors on a f(x)dx:2/ f(x)dx. Par exemple, /2
—a 0

cos(z)dx =2 /E cos(z)dx =2
o

~
2
2. Si f est une fonction continue et impaire définie sur 'intervalle [ — a, a], alors on a

a = 2
f(z)dx=0. Par exemple, / sin(z)dx =0, / 22099 (sin(x))?°1%x = 0.
—z 2

—a —
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2.4 TECHNIQUES D’INTEGRATION 15

Proposition 2.26. Soit f:R — R une fonction continue et périodique de période T.

b b+T
Alors pour tout a, bER, on a / f(ac)dX:/ f(z)dx.
a a+T
Démonstration. En faisant le changement de variable u=xz+ T, on a du=dx.
b b+T
Ce qui donne/ f(ac)dxz/ f(u—=T)du.
a a+T

f étant périodique de période T, on a f(u—T)= f((u—T)+T) = f(u), d’o finalement
b b+ T
/ f(x)dx:/ F(w)du. 0

+T
Corollaire 2.27. Soit f:R — R une fonction continue et périodique de période T.

o1+T @2+ T
Alors pour tout x1, xz2€R, on a / f(:v)dx:/ f(z)dx.

T



